الود هور طلا لعزا مض در تلا اهر 


سلسلة حاقة 8 
في المتتاليات العدديىي 


- ملخص مفصل ومبسط 
- تمارين هادف بالحلول 
- تمارين بكالوريا جزائرييّ وأخرى أجنبيي 





إعداد الأستاذ: 
رياضيات+تقني رياضي +علوم تجريبية محمد حاقة 





الوحدة الثانيت المتتاليات العدديت 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن 


الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 


بسم الله الرحمان الرحيم 


اهداء 


- إلى الوالدين الكربمين حفظهما الله وكل أفراد أسرق 
- إلى كل من علمني حرفا في هذه الدنيا الفانية 
- إلى جميع أفراد الأسرة التربوية في الجزائر وخارجها 
- إلى كل من لم يدخر جهدا في مساعدتٍ 
- إلى كل مجهول × هو حل لمعادلة النجاح في البكالوريا 
إلى كل هؤلاء وهؤلاء أهدي هذا العمل المتواضع 
وأسأل الله أن يجعله نبراسا لكل طالب علم 


الأستاذ محمد حاقة 
خريج المدرسة العليا للأساتذة 
- القبة القديمة- الجزائر 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن نہ 3 نم 


الوحدة الثانيت المتتاليات العدديت 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن 


الوحدة الثانيخ المتتاليات العدديت 
ديل النتالبات العددية 
فف عند ناصيةالحلموفاتل 


1) تعريف: نسمي متتالية ( /1) كل دالة معرفة على N‏ أو جزء من 11 وتأخذ قيمها في R‏ 








> مثال: ( ا) متتالية عددية معرفة على 111 كما يلي: 2 + م3 = .+1 ( متتالية معرفة بعبارة الحد العام) 
نحسب الحدود الثلاث الأولى منها 

u, - 32+ 2-8 «< u, ينه › 31+25 -ح‎ = 30+2- 2 

” ملاحظة: تسمى الدالة / المعرفة على المجال ]0+ :0 | 

ب: 2 + :3 = ()/ بالدالة المرفقة بالمتتالية ( ,ه) 

2) طرق دراسة اتنجاه تغير متتالية 

الطريقة الأولى: نحسب الفرق التالي »  -‏ :+ فإذا كان 


”ا مثال : نأخذ المثال السابق 2 + 37 = ٠»,‏ أولا 





نحسب 5:40 + 30 = 2 + (1 + 3)0 = ,ا ومنه 


0 < 8 = ,»- ا » نستنتج أن ( ,1) متزايدة تماما 
الطريقة الثانية: هذه الطريقة يشترط فيها المتتالية (,») كل 


... U 5 0 4 e 
U 


n 


> فانه بمكن معرفة اتجاه تغير (,») من إشارة الفرق بين الحدين u‏ 


ۋا » إذا كان 








إعداد الأستاذ محمد حاقل نم 5 نم 


الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 
3)المتتاليات المحدودة 


أ/ ( ,») محدودة من الأسفل معناه 4 < u,‏ مهما کان" من حيث ( 8[ € 4 ) 

ب/ (,8) محدودة من الأعلى معناه 8 > u‏ مھما کان م من ٣‏ حيث ( 18 © 7 ) 

ج/ ( »ا) محدودة معناه محدودة من الأسفل ومن الأعلى أي 8 > ,به > 4 
4) البرهاذ( الاستدلال) بالتراجع: يستخدم لإثبات صحة خاصية (7)77 تتعلق بالأعداد الطبيعية 
لهذا النوع من البرهان خطوتين هما 
أولا: التأكد من صحة الخاصية (7)71/ من أجل ر" حيث ر" رتبة ابتدائية ( في الغالب تكون 0 = )١‏ 





ثانيا: نفرض صحة («)7 ونبرهن صحة (1 + 1007 ( الخاصية الورائية ) 
ملاحظتين: 





أ/ تسمى (2)71 في البرهان فرضية التراجع ب/ من بين استعمالات البرهان بالتراجع إثبات أن متتالية محدودة 


5) تقارب وتباعد متتالية 
إذا كانت / = ,»ا 1۳[ حيث: 18[ ع ] فان ( 10) متقاربة 
وإذا كانت 00+ = u,‏ 123[ أو مه = ا "1۳ا أو ,ا "11 غير موجودة فان ( /1) متباعدة 
لانتيجة: نظرية أخرى لمعرفة تقارب متتالية 
أ/ إذا كانت ( /1) متزايدة ومحدودة من الأعلى فان ( ,»ا) متقاربة 
ب/ إذا كانت ( /1) متناقصة ومحدودة من الأسفل فان ( /8) متقاربة 
6) حساب قاية متتالية : هناك طريقتين 


: (0) = ,و( عبارة الحد العام) تحسب النهاية باستخدام قواعد الدوال المعروفة 
n‏ 2 م : مو و و 





ثانا: ( ,1 = ,, ٠,‏ ( علاقة تراجعية) فإذا كانت (,/ه) متقاربة فإننا نحل امعادلة 1 = (1)/ 


ملاحظة: في بعض التمارين المعادلة/ = (7)/ تقبل أكثر من حل وبالتالي علينا رفض كل الحلول عدا واحد فقط 





ويكون سبب الرفض إما المجال الذي تنتمي إليه حدود المتتالية ( الحدودية) أو اتجاه تغيرها 
7]المتتاليتان المتجاورتين: نقول عن المتتاليتان (,“) 9( (v,‏ متجاورتين إذا كانت إحداهما متزايدة والأخرى متناقصة 
و0 ع- (ه- lim (u,‏ 

ملج ىر 


ملحوظة: المتتاليتان المتجاورتين متقاربتان و 0 صا[ = ى صا 
n n+ +00 n‏ 


n—+ +00 





إعداد الأستاذ محمد حاقىن نہ 6 نہ 


الوحدة الثانيى المتتاليات العدديي 


المتتالية ( /1) هندسية أساسها ي يعني أنه من 


أجل کل عدد طبيعي 7 › ¶ × ,له ج ,بلا 


b” =a xc b= a +c و ع ثلاث حدود‎ 0 


متتابعة من المتتالية 0 الوسط الحسابي للعددين © و © 7 الوسط المندسي للعددين .0 و © 


مج حدود متتابعة للمتتالية 


إذا كان 0 = فإن ( ,ا) ثابتة. 
إذا کان 0 < 7 فإن ( 00) متر 
إذا كان 0 > 7 فإن ( /0) متناقصة تماما. من أجل 0 < 4 و 1 بن : 
إذا کان 0 < (1 - 4) × »فان 
(u, )‏ متزايدة تماما. 
إذا کان 0 > (1- 0) × به فإن 


( 1) متناقصة تماما. 


0 





إذا كان 0 > 0 فإن ( 0) ليست رتيبة 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن نہ 7ہ 


الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 
8) بعض النتائج والخواص الحامة 
1 > 1>90-: 0 


lim q" =1+oo ;q >1 
لدج ىر‎ 
عدم‎ 5:0 5-1 


(1 


2) (,ا) و( ,ا) متتاليتان هندسيتين أساسهما 0 و ,0 على الترتيب وحداهما را ورا و(0 ۶ ,ن) 


1 1 م بيع 1 
متتالية هندسية أساسها وحلها الأول س 
U‏ 


0 2 





75 3 5 1 
متتالية هندسية اا وحلها الأول ل 
U‏ 

0 2 


3 | ,ت( متتالية هندسية أساسها ري. ي وحلها الأول .را 





3 لإنتقال من متتالية حسابية إلى الهمندسية والعكس 

® إذا كانت ( /1) متتالية هندسية ( موجبة تماما) أساسها ي » فان ((./111)1) متتالية حسابية أساسها 0[ = 7 
© إذا كانت ( /1) متتالية حسابية أساسها 7, فان ( "ع) متتالية هندسية أساسها "ع = 4 

4) ۾ عدد حقيقي غير معدوم 

أ/ (1 + مام = ۾ + ... + ۾ + ۾ حيث0 مكررة 1 + 7 مرة 

ب/ "م = ع ×... »ىن »ان حيث 0 مكررة 1+ 7 مرة 


n(n+1) 


0 1 2 1+2+... ® 
a x أن‎ x a ...x a" = a" — qa 2 ج‎ 


9) تمثيل حدود متتالية على محور الفواصل: لتوضيح ذلك نأخذ تطبيق 
تطبيق : ) (u,‏ متتالية عددية معرفة بحدها الأول 1 = ا » ومن أجل كل عدد طبيعي :n‏ 3+ ,2 = 1 
لتكن / الدالة المعرفة على المجال سبك که يلي 3 + 22 = (:5)/ (7)) تمثيلها البياني و (0) المستقيم ذو المعادلة 


- ل في المستوي المدسوب إلى معلم 

متعامد ومتجانس ( أنظر الشكل المقابل ) 

المطلوب: مغل على حور الفواصل الحدود را » بلا » ولا وږل 
( دون حسابما موضحا خطوط الرسم ( 








إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ هنم 





الوحدة الثاني المتتاليات العدديّ 








5 1 
u +2‏ 
5 عد - 3= ا 


1) أ/ برهن بالتراجع أن: من أجل ا طبیعی 1611 > ,ا > 0 
ب/ بين أن المتتالية (,») متزايدة تماما ثم استنتيج أنها متقاربة. 


2 أ بين أن المتتالية )٠,(‏ هندسية اساسا = ثم عبر عن حدّها العام وحدّها ,0 بدلالة:, 





ب/ أثبت أنه من أجل كل عد طبيي ٤‏ و E‏ 








المستوي منسوب إلى مع متعامد ومتجااس (0.i)‏ ش 0 
1 5 : 54 ش 
/. الدالة المعرفة على لجال [4:1-] كا يلي: 0 1 00 8 


وليكن (,0) المنحنى الممثل لهاء (4) المستقيم ذو المعادلة: = ل 
1. تحقّى أن الدالة/ متزايدة تماما على المجال [4:1-] ثم بين أن: من أجل 
كل [4;1-] x e‏ فان [4:1-]ء (x)‏ £ 
1. (,) متتالية معرفة بحدها الأول0 = ,» ومن أجل كل عدد طبيعي 27 ( ,)ل = ,ا 
1) أنقل الشكل المقابل ثم مثل على حامل عور الفواصل الحدود ر » ,0 » ,4 و» ( لا يطلب حساب الحدود 
( 
ثم ضع تفينا حول اتجاه تغير المتتالية (,») وتقاربها 
2 برهن بالتراجع أَن: من أجل كل عدد طبيعي :067 > نه > 4- ثم بين أن المتتالية (,») متناقصة تماما 
3 لتكن المتتالية العددية(, ) المعرفة كا يلي: من أجل كل عدد طبيعي vu, xu, =1- 4v , ٠‏ 
أثبت أن المتتالية (.0) حسابية اساسا = ۾ » ثم أحسب الجموع 5 حيث 


5 = وله‎ U BOUL UE EOE 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن نہ 9ہ 


الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
نعتبر الدالة العددية/, المعرّفة على المجال [6:1--[ بك = () .(0) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى 
المعلم المتعامد والمتجافس [ ثر, 0,1)ء وليكن (4) المستقيم ذو المعادلةنه = ل 


(,:) المتتالية العددية المعرفة بحدها الأول ,:ه حيث 1- = ,"ا 
ومن أجل كل عدد طبيعي 27 (,/00)/ = ,, 
1) أعد رمم الشكل 00 حور الفواصل 
الحدود ,لا » إلا » يلا وا و خطوط القثيل» 
ثم ضع تفينا حول اتجاه تغير المتتالية (,») وتقاربها 
2( اصع سبل 
3 ادرس اتجاه تغير المتتالية (,») ثم استنتج أنها متقاربة 
4) نعتبر المتتالية (, ) المعرفة كا يلي: من أجل كل عدد طبيعي ۰ = u‏ 

أ/ برهن أن المتتالية ( )٠,‏ حسابية أساسها 2 ثم عين عبارة حدها 6 0 59 

ب/ استنتج عبارة الحد العام ,» بدلا" واحسب ,ا lim‏ 
نعتبر المتتالية العددية ( ,ا) المعرفة على NN‏ بحدها الأول 1 - ا“ ومن أجل كل عدد طبيعي !7 EBS:‏ رجانه 
1( برهن بالتراجع ار طبيعي 217 4 - 7777 = ,ا3 
2 نضع من أجل كل عدد طبيعي :"7 + ... + 77 + 7 +1 - ,5 وله + ... + ,+ u‏ = 8 

أ/ احسب بدلالة 7 المجموع ,5 ثم جد علاقة بين ,5 و'5 

ب/ استنتج أن: من أجل كل عدد طبيعي 7 )31 - 24 - "7 = 3 × 18 
3 أ/ ادرس حسب قي العدد الطبيعي ” بواتي قسمة العدد "7 على 5 


سات الطبيعية حتى يكون '5, قابلا للقسمة على 5 
نعتبر المتتاليتين (,») و( ,) المعرفتين على ججموعة الأعداد الطبيعية 11 كا يلي: 


و 
1+ كد 1+ 00 
n 4 n n+ 4 n‏ 











إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 10~ 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
1) احسب الحدين: ,له ون 
2) أ/ أكتب ا - و بدلالة نه - ره 
ب/ باستعمال البرهان بالتراجع برهن أن المتتالية ( ,») متزايدة تماما والمتتالية (,0) متناقصة تماما. 
3) نعتبر المتتالية (,10) المعرفة على NN‏ كا يلي: ,له - a‏ 
برهن أن المتتالية ( 0) هندسية يطلب تعيين اساسا وها الأول ,س ثم عبر عن ا بدلا" . 
4) بين أن المتتاليتين (,») و(,0) متجاورتان 
نعتبر الدالة العددية ر المعرفة على المجال ]+ ;0] ب: =( و(,0) تاها اليل في المستري الماسوب إلى 
المعلم المتعامد والمتجافس [ ثر, 0,7)» والمستقيم (4) ذو 9 y=‏ 
0 علد حقيقي موجب» (,ا) المتتالية العددية المعرفة على N‏ بحدها الأول ن حيث 0 = را 
ومن أجل كل عدد طبيعي ۰ (,00)/ = ا 
1. عين قيمة » حتى تكون المتتالية (,») ثابتة. 
[[.نضع 2 كل ما يلي 5 = a‏ 
1) أ/ أنقل الشكل المقابل ثم مثل على حامل محور الفواصل 
الحدود ,له » ,لا » ,له وب ( دون حساب الحدود) 
ب/ ضع تفينا حول اتجاه تغير المتتالية (,») وتقاربها 


ST +1. 








Tt, 





2( نعتبر المتتالية ( , 0) المعرفة ل :1 


u, +1‏ 
أ/ برهن أن المتتالية ( ) هندسية أساسها ‏ يطلب تعيين حدها الأول 
ب/ عبر بدلا" عن ,لا ورلا ثم ثم احسب »ا 11٣‏ 


n+ 


0 احسب بدلالة n‏ الجموع 3 حيث: ووو ,0 n1 Fa‏ ۳ 0 1 5 











1 
ثم استنتج بدلا المجموء 5 حيث: ...+ 
3 8 4 1+ 11 1+ ىا u +1 u +1 u‏ 


n n+1 n+2 n+2016 


إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ 11~ 


الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
القرين السا 
1 0 1 5 . 7+1 
نعتبر المتتالية (,») المعرفة ب : - - بلا ومن أجل كل عدد O‏ خا 1 
حيث 04 عدد حقيقى أكبر من أو يساوي 2 : 


1( أ/ بين أنْ: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم: 0 < 0 
ب/ بين أن المتتالية (,») متناقصة تماما ثم استنتج أنها متقارية 





2( نعتبر المتتالية ( , ) المعرفة کا يلي: : من أجل كل عدد طبيعي 17 غير معدوم» , ۾ U,‏ 
أ/ برهن أن المتتالية( )٠,‏ هندسية ا وعين حدها الأول ٠,‏ بدلالةه 
0 


1 u 
5 الجموع ,5 ال لي لوس ل ع‎ dg n احسب بدلا له‎ (3 


ةو E‏ 
nm " 2016 Tf‏ 
القرين الثامن 
نعتبر الدالة العددية / المعرفة على المجال [0:4] = 1 يل 
1) أ/ بين أن الدالة/ متزايدة تماما على المجال 1 
ب/ بين أنه من أجل كل عدد حقيقى :2 من الجال 1» (:)/ تنتمى إلى 1 
2) لتكن المتتالية العددية (,) المعرفة على 11 بحدها الأول: 4 = ,ا و(,0)/ = ,,,:ه من أجل كل عدد 
أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 »4 > Osu,‏ 
ب/ استنتج اتجاه تغير المتتالية (,»)ء ثم استنتج أنها متقارية 
3( بهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 :0 ± ,ا 
4) لتكن (,”) المتتالية العددية المعرفة على ١‏ الي 2 = 0 


أ/ برهن أن المتتالية ( ) حسابية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول ,ا 


132 
5 EE 





f(2) = 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 12~ 


الوحدة الثاني المتتاليات العددين 
ب/ أكتب ,ا بدلالة 


3 52 
استنتہ أن = ذلك أ عد أ 1 
ج/ استنتج 13+ 36n‏ 0 ود من أجل كل د طبيعي 7 » ثم احسب ,ا 1111 


القرين التا 
2u, +2‏ اد 


= ا ولتكن المتتالية (ر. 8) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 7 ب : = u‏ 


u, + 2 








ةك له 
1 هين أن المتتالية (.0) هندسية يطلب تعيين أساسها ي وحدها الأول رن 
2 أ/ عبر بدلالة:7 عن عبارة الحد العام رن 
ب/ استنتج عبارة الحد العام vu‏ بدلا n‏ 
ج/ احسب u,‏ طا 


مادج 


6 أ/ احسب بدلا" المجموع: له + ... + إل + ولا = ,3 





2 1 1 . 1 
ب / قق E‏ 7 وذلك من اجل كل عدد طبيعي !7 


ج/ استنتج بدلالة المجموع: 1 S' = 1 Ê . E‏ 


u, + 2‏ 32لا 2 دنه 
1. / الدالة العددية المعرّفة على المجال ]مم+:0] كا يل : 8 + 2 - 
(©) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجافس (0.7,7) 
1) أ احسب (2)ر ا 
ب/ ادرس اتجاه تغير الدالة/ ثم 0 جدول تغيراتها 
2( عين احدائي نقطة تقاطع (0) مع المستقيم (۸) الذي » = ن معادلة له 
3 ارسم (0) و(4) 
11( ») المتتالية العددية المعرفة ب:0 = ,1 ومن ن أجل کل عدد طبيعي 67 ( N‏ 
1 مثل في الشكل السابق على حامل عور الفواصل الحدود ,1» ,/1» ر“ و ( دون 0 موضحاً خطوط الإنشاء 
2 ضع تفينا حول اتجاه تغير المتالية )٠,(‏ وتقاريها 
3) أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 :4 > ,» > 0 











إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 13 نم 


الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
ب/ ادرس اتجاه تغير المتتالية ( ,») 


ج/ بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 ( u,‏ - 04ج كيين 


ثم استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 67( 2 ا 


د/ استتج ر ال ۰ 
1. / الدالة العددية المعرفة على المجال |مم+ :0 ] كا يل : 
1) أ/ احسب (:2)/ صا 
ب/ ادرس اتجاه تغير الدالة/ ثم شكل جدول تغيراتها 
2 من أنه هخ أجل كل عدد حقيقي ت من المجال | + :0 |: 0 < (:ه 





= )س( 


1+2 


DU 





1. ( ,ا) المتتالية العددية المعرفة بحدها الأول 1 = » » ومن أجل كل عدد طبيعى7: = ر 


u, +2‏ 
1) أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 :3 > ,لا > 1 
ب/ أدرس اتجاه تغير المتتالية (,/0) » ثم استنتج أنها متقارية 


2 (,0) المتغالية العددية المعرفة عل 21 کا بل 1 ح إن 
U‏ 


أ/ برهن أن (,0) متتالية هندسية أسامها < يطلب حساب حدّها الأول رن 
ب/ اكتب بدلالة7 عبارة 0 م استنتج عبارة ,» بدلا" 
جا احسب نباية المتتالية ( ,») 


3( اكتب بدلالة” المجموع ,5 حيث: لك +. Ey‏ 5 


o 4,‏ 
ل 2 
2 
نعتبر الدالة العددية / المعرفة على المجال ]00+ :1] ب :- ۳ = 
— 4 
(,0)) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم 


المتعامد والمتجافس [ ثر, 0,7)» ( الشكل المقابل) 
1) بين أن الدالة / متزايدة تماما على المجال ]مم+ :1] يبب ب ب بهم 





إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ 14~ 














الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 

2) لتكن المتتالية العددية (,») المعرفة على 11 ب 
u, = 6‏ ومن أجل كل عدد طبيعي ۰١‏ للد رخ نوه 
أ/ أنقل المنحنى المقابل ثم مثل الحدود الأربعة الأولى 

) على حامل حور الفواصل ( دون حسابها) موضاً خطوط الإنشاء. 
ب/ أعط تفينا حول اتجاه تغير المتتالية )٠,(‏ وتقاربها 
ج/ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 :6 ک ,ا > 1 
د/ أدرس اتجاه تغير المتتالية (,») 
ه/ برر تقارب المتتالية ( ,») 





١‏ تت 
3) نعتبر المتتاليتين العدديتين (,2) و(,0) المعرفتين على 1١1‏ ب : ال = نه و( 0) 10[ - w,‏ 
u‏ 
أ/ برهن أن (,») متتالية هندسية أساسها2 يطلب تعيين حذها الأول 
ب/ أكتب ,س بدلا" م بدلا" 


ا أ li‏ 
ج/ بين 0-0 ,ا م أحسب ,له 1111 


مع+دج ىر 
5 


ا 
6 


1 1 1 
۱ دلا ١ n‏ العا ...بي عسل 9 
د/ احسب ب جموع لي 57 u,‏ 


لتكن (,») المتتالية العددية المعرفة ب1 - ”ع = » ومن أجل كل عدد طبيعي :1 - ” €(“ +1) = را 
1 أ/ برهن بالتراجع e‏ 

ب/ بين أن المتتالية (,») متناقصة . هل هي متقاربة ؟ علل. 
vu, = 31+“) e (2‏ 

أ/ أثبت أن( )٠,‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحذها الأول 


ا 


ب/ اكتب u,‏ ثم ںا بدلالا» ثم ا lim u,‏ 


معدج نر 


ج/ بين أنه من أجل كل من N‏ :(3 صاع 2 + Inv, = (n +1) (n‏ + ... + صا + Inv,‏ 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 15~ 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 


الستوي منسوب إلى امعل امتعامد والمتجانس (0.7.7) 
Ax + 1‏ 





1. ر الدالة العددية المعرفة على المجال ]+ ;0] ب = (:2)/ و(,0) تمثيلها البياني 


1( غين اتجاه تغير الدالة/ على المجال +oo|‏ :0 ] 
2( ادرس وضعية (, )#النسية للمستقيم ((1 ) ذي المعاد له نه = ل 
3) مثل(,0) و( 7) عل لمجال [0:6] 
2 ح ,له 


ا | ١‏ 5 - وه 
1.نعتبر المتتاليتين ( ,») و(,) المعرفتين على N‏ 5 بلي: نار = f(v,)‏ 3 


1( / أنثىء على حامل غور الفواصل الحدود: ا۰ ,ا۰ رلا ورلة؛ را 180 رلة وا دون حسايها. 
ب/ نمن اتجاه تغير وتقارب كل من المتتاليتين (,») و(,0) 


3+13 


2( أ/ أنبت أنه من أجل كل 7 بو د ی اب ب ی ي 
ب/ استنتج اتجاه تغير كل من المتتاليتين (,») و(,ه) 


3( أ/ ات أنه من أجل کل 7 من ۸:( ,لا = ,0( ک رہل = يبرا 


ب/بين أنه من أجل کل 7 من Uo =a. <3) : N‏ 

ج/ استنتج أن:0 = (,» - ,0) مدنا ؛ ثم حدد نباية كل من (,/0) و(,0) 
نعتبر المتتالية (, ) المعرفة بحدها الأول 0 = ر“ ومن ن أجل كل عدد طبيعي ۰ 16 + لال كك ىذا 
1) 7 الدالة المعرفة على لجال + ا بمايلي : e‏ 0)) تمثيلها البيانى فى المستوى 
المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجافس [ثر, ,0)» و (۸) 
2) المستقيم ذو المعادلة » = و ( الشكل المقابل) 

أ/ أعد رسم الشکل المقابل على ورقة الإجابة ثم مثل 
حامل عور الفواصل الخدود را٤‏ بلا» رلا وا ش. بعس ا ا 
إعداد الأستاذ محمد حاقت ~ 16~ 














الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
( دون 0 وموضحاً خطوط الإنشاء) 
ب/ ضع تفينا حول اتجاه تغير (,) وتقاربها 
3 أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 : 


8 > له > 0 


(4) 


) ها( نحم‎ E2) 


ك/ ين أنه مق أجل كل عدد طبيعي ۸ : وله > Ur‏ 
6u, +16 +u‏ 
ج/ استنتج اتجاه تغير المتتالية ( ,») 


4( أ بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 1:,(:7- 8) 7 > 0000 


ب/ بين أنه من أجل كل عدد طبيعي !7: 1 1 47 - 8 > 0 ثم استنتج , lim u,‏ 


کن( ) المتتالية العددية المعرفة حدها الأول: 1= ,ا ومن ن أجل کل عدد o a‏ حرا 
و(,”) المتتالية العددية المعرفة على NN‏ كا :4 + a‏ 

1) بين أَنْ(,) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحذها الأول 

2) أكتب كلا من ,0 و بدلا" 

3) ادرس اتجاه تغير المتالية (,») 

4( اخ الجموع ,5 حيث: رلا + ... + إلا + ولا = ,5 





5) لتكن (,») المتتالية العددية المعرفة على ١١‏ سي |:- wv,‏ 
ش 3 + u‏ 
أ/ بين أن المتتالية (,س») متزايدة تماما على ١‏ 


lim (u, - w ب/ اح‎ 


القرين السابع عث 


0 
1. نعتبر المتتالية العددية ( ,») معرفة على N‏ بحدها العام: 2 = u,‏ (© اساس اللوغاريتم النيبيري ) 
1) ن أن (:0) متتالية هندسية يطلب تيوق ساسا وبحدها الأول. 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 17~ 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديي 

2) أحسب ,» اذا » ماذا تستنتج ؟ 
3) أحسب بدلا" المجموع ,5 حيث: ,لا + ... + رلا + ,ل = ,5 
[[.نضع» من أجل كل عدد طبيعي +( ,»)1۸ = ,نه ( 1۸ يرم إلى اللوغاريتم النيبيري ) 
1) عبر عن ,ا بدلالة7» ثم استنتج نوع المتتالية ( ,ا) 
2 / اکت بدلا" العدد 2 حيث: ( ,1 ×... × إلا × ,)"1= P‏ 

ب / عين جموعة قم العدد الطبيعي " بحيث: 0 < ”4 + P‏ 
1. مر هي الدالة المعرفة على المجال ]+1[ ب : (1- )د1 - ته = (م)/ 
1) حدد حسب قم ند» إشارة » - (:2) 1 
0 أ/ عين اتجاه تغير/ 

تا ين آنه ذا کان |1+ [2;e‏ € × فان [1+ f () e [2;e‏ 
(u, ) 11‏ المتتالية المعرفة على N‏ كا بلي : 1 +ع = ,نه ومن أجل کل عدد طبيعي 1(:7 - ,)صا - ,لا = ږا 
1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل ” من ۸ «|1+ u, € [2;e‏ 
2 ادرس اتجاه تغير المتالية (,ه) 
3 بررتقارب المتتالية (,/0)» ثم أحسب نهايتها 

تكن المتتالية ( )٠»,‏ والمتتالية )٠,(‏ المعرفتين كا يلي:3 = ر“ »4 = ,» ومن أجل كل عدد طبيعي 7 : 


00 15 لغ 2 23 لغ 

اد اك س7 . 
ع 

1) احسب ,إلا » 0 و رلا » يله 


2 نضع من أجل كل عدد طبيعي :ا - - الل و n‏ چا 
أ/ بين أن (,») متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 

ب/ عر عن ,0 بدلالة» ثم أحسب ,ت يدير 
3 أثبت أن المتتاليتين (,») و(,0) متجاورتان 
4) بين أن المتتالية (,) ثابتة» ثم أحسب نهايتها 
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الوحدة الثاني المتتاليات العدديت 
5 استنتج نباية المتتالية (,») و( ,») 
الگرين العشرون 
لتكن المتتالية (, )٠‏ المعرفة بحدها الأول - ,له ومن أجل كل عدد طبيعي !7 غير معدوم: ,ا کل = ر 
1( ات 0 ورا 
2( أ/ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي !غير معدوم؛ 0 < 0 
ب/ ادرس اتجاه تغير المتتالية (,») » ماذا استنتج 
ع U‏ 
3) نضع م ا عد 7 غير معدوم: ال = لر 
ا 0 د طبيعي E‏ 
/١‏ بين أن (,0) متتالية هندسية يطلب تعيين اساسا 











ب/ عبر عن ,ا بدلالة:7» ثم استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 غير معدوم: -“ 3 

4) نعتبر الدالة/ المعرفة على المجال ]ه+;1] ب: 2 ص[ م - نه صا - (ء)/ 

١‏ أحب نال بال ثم استعج ,»وبال 

نعتبر المتتالية (,») المعرفة ب:3- = را ومن أجل كل عدد طبيعي 167 - 3 + ر = ا 

1( اخ 0 ر“ وړ ثم برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 3 < )0 < Uu,‏ 
TS‏ - 3 < ,نه » ثم استنتج نهاية المتتالية (,») 


2 ور من أجل كل عدد طبيعي )30 + 97 - vu =U,‏ 
/ برهن أن امتتالية e‏ هندسية يطلب تعيين اساسا وتحدها الأول 


n و‎ 


ء ِِ 0 2 
ب/ استنتج انه من اجل كل عدد لبي اند أ = 


1 نعتبر المتتالية الحسابية (,») ذات الأساس 9 وحدها الأول 30- = رس 
- احسب بدلا 7 الجموع لله + ... + L, - wy + wy‏ ثم استنتج الجموع لمعي RUNE‏ راك م 


القرين الثاني والعشرون 


1 2 
(.")المتتالية العددية المعرفة به 6ه - ومن أجل كل عدد طبيعي 7 حيث1 < :1+ 2۸+ > = 


n1 


اکت ولا وبلا » ثم ضع تينا حول اتجاه تغير المتتالية (,») 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 19~ 











الوحدة الثاني المتتاليات العدديت 
2 / برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 حيث 1 < ,: 3 +82 > u,‏ 


ب/ بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 < (٠‏ = 3 + )ج = ,ل - ا ثم استنتج تجاه تغير (,:ه) 
3 لتكن (,0) المتتالية المعرفة على ب۸ - ,ا = ,نا 

أ/ بين أن( )٠,‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 

ب/ عبر عن ,ا م برلا بدلالة ۸ 
4) نضع من أجل كل عدد طبيعي 1 < :7: 


2 n 
9 
1 = بن - ,5 وك‎ + u + ...+ وا‎ 5, = 3 EE u 
n n n n 3 3 3 n 


- أحسب الجموعن ,5 و3 بدلالة” » ثم عن ,7 ذا 
( ,ا) المتتالية العددية المعرفة ب: 6 = ر» ومن اجل كل عدد طبيعي « کا يلي: 3 + ,20 = ير ,نا 
1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 : 4 < ,ا 
2) بين أن (,) متناقصة . ماذا آستنتيم ؟ 
3( بين أن الهاية 1 لمتتالية (,») تحقق: 1+8 = 1 » ثم استنتج قيمة ! 
4) نعتبر المتتالية العددية (,0) المعرفة على ١‏ : (4 - ,/2)0[ - ,نا 

أ/ برهن أن (,0) 15 خا يطلب فون اا ود ها الأول 

ب/ عبر عن ,ل ثم رس بدلالة 7 

ج/عين اصغر عدد طبيعي الذي يحقق: * 210 + 4 > ,نا 

د/ أحسب بدلالة © المجموعين: 0 ...+ إن + رن = بق TE EU RAE‏ 


القرين الرابع والعشرون 


(./) متتالية عددية معرفة بحدها الأول 4 = » » ومن أجل كل عدد طبيعي n‏ 





4u, +1 
u, +4 





n+l 


1( انس له4 وولة 
2) برهن بالتراجع e‏ 
3( أدرض اتجاه تغير المتتالية (,») » ماذا أستنتج ؟ 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 20 م 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 


ا 





n 


4) (,ا) متتالية عددية معرفة ا بى : 
أ/ بين أن( )٠,‏ متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها وحذها الأول 
ب/ أكتب عبارة الحد العام ,0 بدلالة , 

00 50 + 001 


جا استنتج ان : u = TT‏ ثم احسب ا 110[ 


/ 2 2 
د/ احسب كلا من U:‏ + ... + أن + 


القرين 02 والعشرون 


(,ا) متتالية هندسية كل حدودها موجبة تماما حدها الأول ره وأساسہاي حيث: 


u + 1 
n 








2 


P =v xu, x...XU, و‎ 3, =v 


u 5 05 فك‎ 


1) أ/ أحسب ,* والأساس ي هذه المتتالية واستنتيج الحد الأول 
ت أكتب عبارة الحد العام ,0 بدلالة7 


ج/ أحسب الجموع ,5 حيث:,_,ن +... + ,نه + ره = ,5 ثم عين العدد الطبيعي 7 بحيث يكون: ل = 5 


+ 2 1 
2 (,») المتتالية العددية المعرفة على ES N١N‏ و 2 ,= as‏ 


أ/ أحسب ,لا وولة 
ب/ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي !7 فان؛ 2- < ا 
ج/ عين التجاه تغير ( ,, ه) » ماذا استنعج ؟ 
3) (,س) المتتالية معرفة على N‏ ب: 0 - ,لا - ,س 
أ/ أثبت أن المتتالية (,س) ثابعة » ثم عن ,س 
ت استنتج عبارة :7 بدلا" ê<‏ ا lim u,‏ 


ممدج ىر 


ء U U‏ 
4) احسب بدلالة7 المجموع 7 مييق وجا کو و كر 71 
1 


11-1 1 0 
القربن السادس والعشرون 


لتكن المتتالية العددية (,0) المعرفة ب :0 = ,له و 31 = 20 ؛ حيث 09 عدد حقيقى موجب تاما 
إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ 21~ 





الوحدة الثاني المتتاليات العدديت 
1 عين قيمة به حق تكون ( ا ) متتالية ثابتة 
1آ.في كل ما سيأق» فرض أن + ب 
1) نعرف» على NN‏ المتتالية العددية(. 0) كم بلي +n:‏ بلاطا <- vu‏ 


أ/ أثبت أن( )٠,‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول را بدلالة به 
ت اک عبارة الد العام ادلاه 0 و 0 


ج/ بين » من أجل كل عدد طبيعي !1 ) أن : e‏ کا 
د/ عين ججموعة قم © حتى تكون (, ») متقاربة 
2) نعرف» على » المتتالية العددية (,4) حيث: د 7و ع روك 1 
و لتكن المتتالية العددية (,80) المعرفة كا يلي: ,4 - 
أ/ برهن أن (,10) متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حذها الأول رس 
ب/ اكتب عبارة الحد العام ,س بدلالة7» و استنتج عبارة 7 بدلالة7 


نعتبر المتتالية (,. ») المعرفة بد = وعن أجل كل عد طيعي 1ء - 





3 

U o 
ر‎ 1 + 2u 
0 > », > 14 71 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي‎ )1 
5 3 2u )1- ¢ 
)», ( ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية‎ ٠١ قى أن اد ا ,له - ب“ من أجل كل عدد طبيعي‎ © 
ب/ بين أن المنتالية (, ») متقاربة» ثم أحسب نايتا‎ 





: 0 
أ/ برهن أن )٠,(‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 
ب/ أكتب ,ا بدلالة7 واستنتج ,ا بدلالة0» ثم احسب من جديد نماية المتتالية (,/0) 


4) احسب بدلا" المجموعين 1 + ... + إنه + ,نه = $ و نه"3 + ... + ,90 + T = u, + 3u,‏ 


القربن الثامن والعشرون 





إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ہ 22 نم 


الوحدة الثاني المتتاليات العددييٌ 
١ 7 [‏ 1 5 2 = وله + u, + 2u,‏ 
(,») متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الاول ,» واساسماي حيث: 6 = 
1) أ/ أحسب ر“ والأساس ي هذه المتتالية واستنتح الحد الأول 
ب/ أكتب عبارة الحد العام ,» بدلالة" 


ج/ أحسب الجموع ,5 حيث: ,ا + ... + را + را = ,5ء ثم عين العدد الطبيعي 7 ببحيث يكون: 728 = ,5 
1+1 


2) (,»ا) المتتالية العددية المعرفة على N‏ ب: 2= ا و: ,»+ ,“= 3 


ا اس وږل 
٠ ٠‏ 1 2 2 0 
ب/ نضع من اجل كل عدد طبيعي !7 ل تج لله 


أن ا هندسية أساسها < 
9 أكتب ,س بدلالة7 ثم استنتج e‏ بدلا" 
القرين التاسع والعشرون 
ت 2 
( ,»ا) المتتالية المعرفة ب : 2= ,له و1+ 2 ر 


1( امن 0 »ولا وولة 
© (,0) المتتالية العددية المعرفة عل 21 ب: 8 ا 


- برهن بالتراجع أن (,0) ثابعة» استنتج عبارة ,» بدلال/ 


ع 
۔ احسب lim u,‏ 


مهدج 


3) (,س) متتالية معرفة على N‏ ب: 2-2 لله 


SEM EO EE 5, ا الجموع‎ 5 

القرين الثلاثون 
1) / دالة معرفة على [1:2]- 7 م يلل : 
أ/ أثبت أن الدالة / متزايدة تمامًا عل 1 
إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ہ 23 نم 


1+2 
4 دخ 





f(z) = 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
ب/ برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي 4 من 1 فان (:2)/ ينتمي إلى 1 
2) نعرف المتتالية (, )٠‏ المعرفة بحدها الأول © - “ © ومن أجل كل عدد طبيعي 7: (,/0)/ 
ay‏ 
ب/ أدرس اتجاه تغير المتتالية (,») » ثم استنتج تقاربها 
3) أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۾ : ب +1 - إن 
1+ 8 


ب/ أحسب نهاية المتتالية (,») 


القرين الواحد والثلاثون 


00 له 


لتكن المتثالية (, ,) المعرفة على ب :1-- ,2= u,‏ ومن أجل كل عدد ہیی 7 1003 


ولتكن المتتالية (,. 0) المعرفة على 101 ب: ب له = U,‏ 
1) أثبت أن )٠,(‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسهاء وحذها الأول ,نا 
2( اكيت عبارة الحد العام ,'0 بدلالة 7 
3 احسب » بدلا" » المجموع :له +... + ,0+ وه = ,5 
ء U‏ 
4) نضع م١٠ ١‏ عد 7 := = u‏ 
) نضع من أجل كل عدد طبيعي 0-0 


أ/ احسب رس » ثم بين أن (,10) متتالية حسابية يطلب تعيين أسامها. 


ب/ اكتب عبارة الحد العام ,س بدلالة ٠١‏ ثم عين أصغر عدد طبيعي 7 الذي يحقق :2020 < "م 


(,») المتتالية المعرفة بحدها الأول “46 = ,ا » ومن أجل كل عدد طبيعي ۸ : ,2 - r‏ 

1( أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 44 < ,ا 
ب/ دون اتجاه تغير المتتالية ( ,»)› )» ماذا لستنتج ؟ 

2) نعتبر المتتالية العددية ( ,0 ه) المعرفة عل ]ا zi 2I2‏ 
أ/ أنبت أن (.) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسبا وحدها الأول 


U, 


3 
أت u,‏ بدلالة” ثم بين أن ؛ 46 = به » ثم أحسب , lim u,‏ 


معدج ىر 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن 


5070 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 


ج/ عين العدد الطبيى !7 الذي حمق : سم )و حلي ل روج u‏ 
3 أحسب بدلالة المجموع ,5 حيث: ا +... + *ن + را = ,5 


القرين الثالث والثلاثون 
)٠, ,)‏ امتتالية العددية المعرفة بحدّها الأول: © س = را ومن أجل كل عدد طبيعي 77؛ 3 - بال 32 كح يله 
1( برهن بالتراجع TT‏ فان 4 > ,ا > 3 


حو بذ “روت 
2) بين أنه من أجل كل عدد ا 0 = ,لا - ٥‏ واستنتج ان (,») متزايدة تماما 
— ,و + 3 - u‏ 

3 برو اذا( 07 متقارية 
4) لتكن (,ا) المتتالية المعرفة على 11 ب:(3 - ,»)ہ1 = ,ا 

أ/ بين أن (.7) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 

ب/ عبر عن ره vu‏ بدلالةم ء ثم اکس lim u,‏ 
ج/ نضع من اجل کل عدد طبيعي 3(:0 - ,1) ×... × (3 - 3()u,‏ - رu)‏ = ,12 
5 أكتب 2 بدلالة”» ثم بین أن - lim P‏ 
القرين الرابع والثلاثون 


في الشكل المقابل (0) هو القثيل البياني للدالة/ المعرفة على 
لجال [0:1] بالعلاقةم للش = ()/ 


LF 


و(4) المستقيم ذو المعادلة» = ر 


1 (,») المتتالية العددية المعرفة على 171 بحدها الأول < = u‏ 


ومن أجل كل عدد طبيعي بيعي ( ,)ا > برلا 

أ/ أعد رسم هذا الشكل في ورقة الإجابة» ثم مثل الحدود ٠»,‏ » ,0 » ره و,؛ على حامل عور الفواصل 
دون حسابها مبرزا خطوط المثیل 

ب/ ضع تفينا حول اتجاه تغير المتتالية )٠,(‏ وتقاربها 

© أ/ أثبت أن الدالة/ متزايدة ۳ لمجال [0:1] 








إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 25 م 











الوحدة الثاني المتتاليات العدديت 
ب/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعى 147 > ,ا > 0 
جا ادرس اتجاه تغير المتتالية ( ,») 


3) (,”) المتتالية العددية المعرفة 





لاوش ا ا جا کد يطلب ت ا : EY‏ ا 


)4/, ( نهاية‎ E 


القربن 0038 والثلاثون 


0 ») متتالية عددية معرفة حدها الأول 1 = ا » ومن ن أجل كل عدد طبيعي 77: 4 + ,2 = برلا 
نضع من أجل كل عدد طبيعي 7 : 0 - ,ا = ا 
1) أ/ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 ؛ 6 > u,‏ 
ت استنتج اتجاه تغير المتتالية (,, ) ماذا آستتتج؟ ج/ أحسب نهاية المتتالية (,») 
2 / بين أن( ,0) متتالية ا تعيين أساسها وحدها الأول 
ب/ أكتب ,ا بدلالة ۸ » واستنتج u‏ بدلا 7 
جا اخ بدلالة7 المجموعين : =u, FU, +... + U,‏ كر واه"3 + ... + T =u, + 3u, +3 u,‏ 


0 1 1 
3 نعتبر المتتالية ( ,»)ال معرفة ب :1 = رس » ومن أجل كل عدد طبيعي 7: - + J.‏ | لله 
ْ : 1 


n 





أ/ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 : ,210 = ,للا + ,لا 
ب/ استنتج أن المتتالية ( 10) حسابية ج/ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 : 1+ 20 = ,س 


القرين السادس والثلاثون 
5 


لتكن المتتالية (, ) المعرفة على N‏ ب: 3 - “o‏ و6 = ومن ع أجل كل عدد 6« الي ربل = ر 


7 4 
9 1 
ولتكن المتتاليتين ( ,۷) و( ,س( المعرفتين على N‏ بل : 4 a1‏ 2 0 و2 5 U,‏ لله 
1) أ/ برهن أن (,0) متتالية ثابتة 
100 1 1 
ب/ استنتج ان» من اجل 13 عدد طبيعي ۸ ؛ (21 + E‏ لله 
2( أ/ برهن بالتراجع ان من أجل كل عدد طبيعى 74۳ > ,ا > ,لا 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن - 26 نم 








الوحدة الثانيق المتتاليات العدديي 
ب/ بين أن المتتالية (,») متقاربة» واستنتج نمايتها 
3 أثبت أن (,س) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسباء وحدها الأول 


2 5 0 0 ف 1 

/١ (4‏ استنتج انه من اجل كل عدد طبيعي !1 |-7-.ن 

ب/أحسب مرة أخرى نهاية المتتالية (,») 

القرين السار والثلاثون 
نعتبر المتتالية (,ا) المعرفة ب:0 = »ا ومن أجل 3 عدد طبيعي 1۰0+ 27+ ,ا3 = ا 
نعرف المتتالية (, من أجل كل عدد طبیعی طبيعى 7» 6 + 0/1 + ا - ا حيث © وم عددان حقیقیان 
1) عين 00 و6 محيث تكون المتتالية( ,») هندسية» يطلب حساب أسامها وحدها الأول 

6 أكتب كلا من," و“ بدلا" 

3 احسب بدلالة7 المجموعين 0 + ... + إن + =v‏ كر وه + ... + + T7 =u‏ 


نعتبر المتتالية )٠,(‏ المعرفة بحدها الأول - » » ومن أجل كل عدد طبيعي 0: حل + له = ر 
1( اڪس ورا 

2 أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عد طبيعي « :2 > ,/ه > 0 

ب/ بين أن المتتالية (,») متناقصة تماماء ثم استنتج أنها متقارية 

3( أ/ بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 700,67 > ,ا 


ت استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي !1 2 > u,‏ 2 احسب u,‏ نا 


خط ( بترك حله في المراجعة النهائية في نباية السنة) 
1+ 


(,:0) المتتالية المعرفة العددية المعرفة على ]2 ب حل ت | = ,لا 

1( اخس 3 ثم أثبت مستعملا ا الاستدلال بالتراجع ء أنه من أجل كل عدد طبيعي 0477 > u,‏ 
© أكتب ,» بدلالة"” ٠‏ ثم أثبت أن (,») متتالية هندسية يطلب تعيين أسامها 

3 أكتب بدلالة7 الفرق ,» - ,4 ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية (,») 

4( استنتج ان المتتالية ( 2) متقاربة » ثم احسب نايتا 


إعداد الأستاذ محمد حاقىنّ ~ہ 27ہ 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
5( 56 بدلالة" المجموع ,5 حيث: رلا +... + u‏ + ولا = ,5 ثم lim S$, E‏ 


معدج1 
القرين الأربعون 


5 5 
1) نعرف المتتالية (/) المعرفة بحدها الأول 2= ,لا » ومن ع أجل كل عدد طبيعى ۸: 2 = 
u +‏ 





أ/ عين العددين الحقيقين » وم بحيث من أجل كل عدد طبيعي !7:ج e‏ 
u +‏ 

ب/ برهن بالتراجع م 0 i‏ 

جا أدرس اتجاه تغير المتتالية (,») » lim u,‏ 


nan 








2 


n 


2) نعتبر المتتالية العددية (,ا) المعرفة على N‏ : 


أ/ برهن أن (,0) متتالية 000 وحدها الأول ب/ عبر عن ,0 ثم ,لا بدلالة 7 
3) نعتبر المجموعين ,5 و 2 حيث: 8 + ... + uv,‏ + ,له = ,9 و 7 


o 46 بلغ‎ 


أكتب ,5 بدلالة » ثم بين أن ,1-5 +8 = ,7 

المنحنى (0) المقابل هو القثيل البياني» في معلم متعامد ومتجافس ( 0,7,7 
للدالة ۶ المعرفة على ]+ :0 ]| بد( + 1)صا+ f (=x‏ 1 

(0©) يقطع عور الفواصل عند المبداً "0" فقط ظ ٤‏ 
1) بقراءة بيانية» بر أنه من أجل كل × من ]+ :0 ]: <x»‏ جاوزا ' 


سے 








2 نعتبر المتتالية ( ,⁄) المعرفة بد ,0 ومن أجل كل 7 من nı = natu):‏ 
/ بين أنه من أجل كل 7 من 0:N‏ < ,1 و ک و 


5 9 0 : 31 0 2 5000 
ب/ استنتج انه من اجل كل 7 من 11: 3 ,1 واستنتج ايضا ان (,2) متقاربة وحدد نايتا 
3) لتكن المتتالية ( , 5) المعرفة على ب : ,4 +... + ,1+ ,1= ,رق 
أ/ بين أن المتتالية ( , 5) متزايدة تماما 


إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ 28~ 








الوحدة الثانيي المنتاليات العدديي 


5 5 1 
ب/ بين انه من اجل كل 7 من N‏ : 33> ,3 واستنتج تج أنها متقارية 





1 , دالة معرفة على [1:3] =1 م بلي ب 3 
أ/ أثبت أن الدالة / متزايدة تمامًا عل 1 
ب/ برهن أنه إذا کان[ ء :د فان 7 © (:3)/ 
2 نعرف المتتالية (, ) المعرفة بحدها الأول ومن ن أجل كل عدد طبيعي 77: رس ل = u,‏ 
أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 :3 > ,» > 1 
ب/ أدرس اتجاه تغير المتتالية (,») » ماذا أستنتيج ؟ 

3- ا 


(0 
n 





f(z) = 


2+1 





2 


n 


3 نعتبر المتتالية العددية (,ا) المعرفة على N‏ : 


أ/ بين أن (,0) متتالية هندسية يطلب تعيين 0 وحدها الأول 





lim u, , ثم أحسب‎ » 4, 1] 


ممدج ىر 


ب/ عبر عن SS‏ 0 
4) أحسب بدلالة” الجموعين 8و لاعيك: Tm OU HOU EEO GS ST EN EPI‏ 
القربن الثالث والأربعون 
٤ء‏ 1- 
لتكن ( ,») المتتالية العددية المعرفة ‏ يلى: 0 = ر» ومن أجل كل عدد یی = 
ب + u‏ 
1( أ/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 فان 1- < ,ا 
ب/ بين أن المتتالية (,») متناقصة تماما على ١‏ 


ج/ استنتيج أن المتتالية (,») متقاربة » ثم أحسب نهايتها 
1 

2 ) المتتالية | كد > 

) لتكن(, لمعرفة على 1+ u‏ 4 


أ/ بين أن( .”) متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها وحذها الأول 








ب/ عبر عن ,ل ثم بلا بدلالة7 
3 أحسب بدلالة" المجموع ,5 حيث: ,0 + ...+ ,0 + رن = ,3 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ہ 29 نم 





الوحدة الثانيي المتتاليات العدديم 





(,:0) متتالية عددية معرفة بحدها الأول 1 = ,» » ومن أجل كل عدد طبيعي 7: 3 + ,2 = ا 
1 لتكن ۸ الدالة المعرفة على المجال اس كا يل 3 + :2/. = 


(0) تمثيلها البياني و(4)المستقم ذا المعادلة نه = ر في 
لمستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( أنظر الشكل المقابل ) 
/١‏ مثل على عور الفواصل ادود ,لا » إلا » رلا وا 
( دون حسام موضحا خطوط الرسم) 
ب/ ضع ت تفينا حول اتجاه تغير ( ,») وتقارما 
2 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعى7 : 3 > u,‏ > 0 
أ/ ادرس اتجاه تغير المتتالية (,0) ٠‏ 
ب/ استنتج أن المتتالية (,/9) متقاربة» ثم أحسب ,لا ناذا 


القرين 0032 والأربعون 

















٤ء‏ 2+ {u‏ 
لتكن )٠,(‏ المتتالية العددية المعرفة كا يلي: © = » ومن أجل كل عدد طبيعي ١؛‏ م 50 
1) عين قي © التي تكون من أجلها المتتالية ( ,ا) ثابتة 
نفرض أَنْ0 = »ا » أحسب ,له » وله 
- عبن العددين التقيقيين 4 ولا بحيث من أجل كل عدد طبيعي !7: U, = a+‏ 


UES 

ج/ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 فان 1 > ,» > 0» ثم ادرس اتجاه تغير المتتالية ( ,») 
2 

2) تكن )٠,(‏ المتتالية المعرفة على 11 ب بلط = ين 


U 
n 


ريق ا عازه سدس رظان ن اماتا ارخ ها الأول 





ب/ عبر عن ,ل ثم ,لا بدلالة2» ثم أحسب نهاية (,,0) 


= 
٠. 5‏ عت 
3) احسب كلا من ,5 و 7 حيث: له +... + إله + وله = پک وله × × إلة »ا رله = 


القرين السادس والأربعون 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن - 30 م 








الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 


0 1 0 1 1 - 1 E a a انعا لك مايوه كن‎ O) 
والأساس ب لذه المتتالية » ثم أكتب عبارة الحد العام ب بدلالة2/‎ ٠, أحسب‎ 1 
P =v ادي الجداء 7 حيث: ,1 ×... × وله ا‎ (2 
u, المتتالية العددية المعرفة على !1 ب ,1084 + 120[ ح‎ )»,( )3 
أ/ بين أن (,) متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها ب/ عبر عن ,» بدلالة,‎ 
)», ( هل العدد 3+ 4122 حد من حدود المتتالية‎ )4 





1 4 
(,») متتالية عددية معرفة على 11 أ يلى: با ers‏ ا 


المتتالية( . ا) المعرفة على N‏ بج حون ا لكي 
1 اخس و0 


2 بهن أن (,0) متتالية هندسية يطلب تعيين أسامها 
3/ أحسب بدلالة7 المجموع ,5 حيث: ,0 +... + ,0 + رن = ,3 


ب/ برهن أنه من أجل كل عدد شي | 4-1 u,‏ 


ج/ بين ان ) (u,‏ متقاربة 


القرين الثامن والأربعون 





1+ 
1. المتتالية (,ه) معرفة على 21 كا يلي: ر 


1 بين أن(,٠)‏ متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها وحدها الأول 





2( احسب 2 1112 


ممدج ىر 


1. المتتالية (,:) معرفة ب 1= »ا ومن أجل كل عدد طبيعى 6:7 + ,ا5ل = ,لا 
1( برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعى 7 64 > ,ا > 1 
2( ادرس اتجاه تغير المتتالية (,»). 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ہ 31 نم 





الوحدة الثاني المتتاليات العدديم 


3( أ/ برهن أنه» من أجل كل عدد طبيعى ۰۸ له - 2)6 ك يبرل - 6 
ب/ بين أنه» من أجل كل عدد طبیعی 7؛ ,لا > ,لا - 6 > 0 . استنتج lim u,‏ 


القرين التاسع والأربعون 


(,0) المتتالية العددية المعرفة کا بلي: “مكحن شاوه أجل كل عدد 





lu 

n-1‏ ا 

4 = لغ 
6 





(,0) المتتالية العددية المعرفة على ]7 كاي + اك ا 


)0 بن أَنَّل,0) متتالية هندسية أساسها ثم أحسب حدّها الأول 
2 أكتب الل بدلا ل ثم استنتج عبارة ,» بدلالة7 
3) احسب بدلالة7 المجموع ,5+ حیث: ,1 + ... + إله + وله = 5 > ثم احسب , 5 lim‏ 


4) احسب بدلالة2 الجداء ,7 بوحيث: ,1 ×... × P = u × u,‏ “ثم ثم احسب 2 112[ 


,١ -1‏ هي الدالة المعرفة على 18 كا يلي: 


1( أب (مار وط و lim f(z)‏ 


E 


3( ا اتجاه تغير الدالة ر 0 تغيراتها 

( 122 zr 0,7: ائ(‎ (4 

1. تعتبر المتتالية العددية المعرفة ب“ ,له ومن أجل كل من ۸ :((,u)ہا)‏ ر = u‏ 
1 / بين أنه من أجل كل 7 من :N‏ 1 5000 نك اجس وولة 


2 1+ 
1+ 1 - 2 
بغ 


2/ برهن بالترا ضر 
ب/أدرس اتجاه تغير المتتالية (,»)» ماذا أستنتج ؟ 


ع 


` 2e” -2e° +1 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ل 32 نم 





الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 


3 نعتبر المتتالية العددية (,ا) المعرفة على u |: NN‏ 
u‏ 


أ/ برهن أن (,0) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 


ب/ عبر عن ,2 ثم ,لا بدلالة 7 ثم أحسب ,ا lim‏ ج/ أحسب (, لخدي ده lG FU‏ 


القرين الواحد والمجسون 


( ,,/7) متتالية عددية معرفة بحدها الأول 1/0 حيث 1= 70 ومن أجل كل عدد طبيعي 77 e‏ کی 





1) أ) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 77: 2- < ا1 
ب) بين أنّ ( ,,/7) متتالية متناقصة تماما على N‏ واستنتج أنّها متقاربة. 


2) نضع من أجل كل عدد طبيعي 7: 





2+ م " 
د 558 5395 1 8 
ثبت أنّ المتتالية ( ,10) حسابية أساسها َّ يطلب تين حدها الأول . 
3( عبّر بدلالة 7 عن ,لا و 144 › و أحسب ,2 im‏ 


٤ 5-08‏ 2 1 
4) بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 77: ) 1-7( = UoVo FU, + .... U,V,‏ 


القرين الثاني والمهسون 


ر الدالة العددية المعرّفة والمتزايدة تماما على المجال ]0+:0] + 





--()رره EN‏ اللوغاريتم النيبيري) 
و () المتتالية العددية المعرفة بحدها الأول سے = ونه ومن 0 د بال ل امي ا 
e‏ 
1 أ) برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي # 2 ا 
e‏ 


ely, 2 -) 
e 





ب) بين أتّه من أجل كل عدد طبيعي 7: لكت ا با 
eu, +1‏ 
ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية (,) و برّر أنّها متقارية. 
2) لتكن المتتالية (,«) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 7 كما يلي: v=‏ 


eu, 6 


أثبت أنّ (,ا) متتالية هندسية أساسها 2 ٠‏ يطلب تعيين حدها الأول م« و عبارة ,لا بدلالة 7. 





3) أ) تح کے تددن اليلق كلق n‏ من N‏ : +1- م و استتتج عبارة ,)2 بدلالة ‏ ثم أحسب ,< ٠ im‏ 


= 
ب) احسب بدلالة ۸ المجموع ,5,: حيث: ,+ 4 S&S, =v‏ 

4) أ) ادرس حسب قيم العدد الطبيعي 7 بواقي القسمة الإقليدية للعدد ”2 على 7 
ب) عيّن قيم العدد الطبيعي 7 التي من أجلها ,5 يقبل القسمة على 7. 


إعداد الأستاذ محمد حاقل نه 33 نم 


الوحدة الثانيي المتتاليات العدديي 


ر الدالة العددية المعرفة على المجال |0:1[ ب : 
1 وور 


اد 
(,) المتتالية العددية المعرفة على N‏ بحدها الاول 3-- ا 
ومن أجل كل عدد طبيعي 7 ٠‏ (,2)/ = ہے 
ليكن (م,©) التمثيل البياني للدالة ر في المستوي المنسوب إلى 
المعلم المتعامد المتجانس (0:7.7) و (4) هو المستقيم ذو 
المعادلة د (اأنظر الشكل المقابل). 
1 أعد رسم الشكل على ورقة الاجابة ثم مثّل الحدود ممه » 1 » > وو/ة على محور الفواصل دون حسابها مبرزا 








خطوط التمثيل» أعط تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية (,) وتقاريها. 
2) برهن بالتراجع ته من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 1->,:>3-. 
3( أ بین أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 : (1+ ,64 2 <1+ ıı‏ 8 


٤ 7‏ عا 
ب. استنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي 7 : [دّ)2- <1+,ه ثم ,24 دصقا 
4) نضع 11+ 8S, =1, +1 +٠٠١‏ - 
n+‏ 


8 


- بين أئه من أجل كل عدد طبيعي 7: 0< + يع + ...+ 9+ a‏ +19+ و6 > | 1- 
e‏ 
2n +3‏ 


),) متتالية عددية معرفة كما يلى: 0= 1 و من أجل كل عدد طبيعى 7: أت 2 
5 3 7 





Ura = lp + د‎ 


1) احسب كلا من ,11 » را1 و پاا. 
2) بِيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7: لطت ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية (,») . 
3) (,) متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي « ب : 27+1 - ,۷. 

أ) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ء ,۷= ”€ . 

ب) استنتج عبارة الحد العام للمتتالية (,») بدلالة ” ثم احسب lim,‏ . 


4) احسب المجموعين ,5 و 7 حيث: 


n |‏ ا ی سما بإ مي حت و 
7o 7 ۷‏ 


u n-1 








إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 34 ~ 


الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 


/ الدّالة المعرّفة على 7 |4:7] ب: 4+ جول.-وار. 

1) أ) بيّن أنّ الدالة ۶ متزايدة تماما على المجال ]7: 4]. 
ب) استنتج أنّه: يلمي 0 |7: 4] فإنَ |4:7]ء(*)/ . 

2) برهن أنّه: من أجل كل عدد حقيقي × من المجال ]7: 4] فإنَ ن ل -:-0)/. 
ثمّ استنتج أنّه: من أجل كل عدد حقيقي + من المجال ]7: 4] فإِنّ 0<+-0)/ 

3) (,”) المتتالية العددية المعرّفة ب : 4-,: ومن أجل كلّ عدد طبيعي ١١‏ (,/0) اح اا 
أ) برهن ن بالتراجع كيدماب 0 7< .4<u,‏ 

ب) استنتج اتجاه تغيّر المتتالية (,») ثح بين أنّها متقارية. 

4 أ) بيّن أته: من أجل كل عدد طبيعي ” (وله- 407 > يبيلة - ٠7‏ 


ب) استنتج تنتج أنّه: من أجل كل عدد طبيعي ” a) ٠‏ ,-0>7 » ثمَّ احسب نهاية المتتالية (,«) ٠‏ 


(,) المتتالية العددية المعرفة ب : 13= م: ومن أجل كل عدد طبيعي «» + ا برلا 
1( أ) برهن بالتراجع أنه: فن أجل كل عدد طبيعي ۸ » 1< . 
ب) أدرس اتجاه تغير المتتالية (,:) واستنتج أنها متقاربة. 
2) (,”) المتتالية العددية المعرفة على N‏ ب : (1-,»)صا= ر« ٠‏ 
أثبت أنّ المتتالية (,:) حسابية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول. 
3 اكتب ,د بدلالة ” ثم بين أنه: من أجل كل عدد طبيعي ۰ 1+2 - ر واحسب عندئد را لصتل . 


4( فك أَنّهَءِ من 15 كل عدد طبيعي : 2 3 ع =(1- ۰)u -1()u, -1(x...x )u,‏ 


إعداد الأستاذ محمد حاقل نہ 35 نم 





الوحدة الثانيت المتتاليات العدديت 


جززعء 
الحلول 
النموذجيى 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن - 36 نم 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


القرين الأول 
1( / البرهان بالتراجع أنه: من أجل كل عدد طبيعى 1۰0 > ,1 > 0 
نضع: 1< «P(n):0 <u,‏ 


:1 تأكد من صعة (7)0 ( أي من أجل 0 = ۸ ): لدينا- = ,لا أي 1 > ,ا > 0 عققة 


نفرض حعة الخاصية (2)0 أى 1 > ,» > 0 ونبرهن صحعة الخاصية (1 + 2)0 أي 1 > ,نه > 0 
د كا 


u, -4 4 
10 
u, +4 
5 -0 
2 u, +4 


e e 10 
2 u, +4 
كاتس 2 ا‎ 


برل 


E e >15 0>, >1 
2 n+ 2 n+1 n+1 


وة اا ,له > 0 : ()2 محققة من أجل كل عدد طبيعي 7 
ب/ تبيان أن المتتالية ( ,») متزايدة تماما 





SRE 


کا 





5 
< — 
2 


لدا 2-> 





> 3-2 





03 ع سس 
نبین أث0 < لا را : 





10 3u +4) 10 u (u +4) 
و لله‎ 7U, افد ي -3 ح‎ _ nn 
n u, +4 u, +4 u, +4 u, +4 
yy 
u, +4 
اد ا‎ 


U. IESE 2) 
ل کل‎ <0 
u, +4 


للا 
+ 


مما سبق 1 > ,ا > 0 ومنه 0 > 1- ,» > 1- » وأيضا3 > 2 + ,» > 2 وأيضاة > 4 + u‏ > 4 


ومنه المتتالية ( ,») متزايدة تماما 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ل 37 نم 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


- استنتاج أنها متقاربة: بما أن المتتالية (,») محدودة (1 > ,» > 0) ومتزايدة تماما فهي متقاربة 


3) أ/ بيان أن المتتالية (,0) هندسية أسامها 2 ا 









































e 
n+1 2 n * ہیں‎ 
5u +10 
_ 0 e Ez 10 U, 
u + 2 u, + 4 u, + 4 u, + 4 5u, +10 
U بمتكتتتت ب سم أ يبي ري ب لمم ا ا شب موري يي کے ع‎ 
n+1 -_ ا‎ 8 
E ao WS a 2 22 
u, +4 u, +4 u, +4 
_ 5, +2( 
` 2u +1( 
5 u, +2 5 
ل = وكات‎ 
IL 2 
5 e 
0 ومنه(,ا) هندسية و‎ 
u +2 +2 ء‎ 5 5 
كابة كفس ارلا وروت د لح د ل ح ره‎ 
] ك3 ا 3 1 وت‎ 
ج‎ 
4 
3 0 0 
u, =1- ٩ ب/ إثبات أنه: من أجل كل عدد طبيعي‎ 
u + = 
u +2 
باج‎ SG روك ار‎ EIU EU Ea RID ATE U 
u -2 
جد‎ -2=u )] + ج ( ن‎ u = ف‎ 
1 n n n Rl 
ا‎ 
ب‎ 1-9 0-1 83 
اګ = روح‎ 1 + 
01 53 01 اعد بن‎ 
واج‎ =1- 0 
8 vu, +1 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 38 م 





الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
استنتاج النهاية ,س lim‏ 


lim u, ااا 1وا‎ lim uv, = lim 3 x - + بما أَنْ‎ 
u +1 2 


1. التحقّى من أن الدالة/ متزايدة تماما على المجال [4:1-] 


n 
لا‎ 


مد 


49 


- نين أن 0 المحال [4:1-]: لدا 
ين 0 ل lr‏ 


= ()”/ ومنه الدالة ر متزايدة تماما على 
المجال [4:1- | 

- نبيان أنه: من أجل كل [4:1-] € Xx‏ فان [4:1-]ء ( ) /ر 

[4:1-]ء + معناه1 > نه > 4- ومنه (1)/ > (#)ثر > (4-)/ وبا أو = (0/ و4- - f(4‏ 


فان1 > = >( نه)/ > 4- ومنه 1 > (:ه)/ > 4- وبالتالي [4:1-] e‏ () 


.]1 


1) ثّثيل الحدود ںا » إلا » ا 0 








- التخمين: (,») متنا قصة ما ومقارية غر فاصلة نقطة تقاطع ,© و (A)‏ 
2 ل 
نضع؛ 0 > ,لا > 4- : (2)0 نتأكد من صعة (0) ( أي من أجل 0 = 7 ) 
لدينا0 = ر» أي 0 > ,نه > 4- إذن الخاصية محققة 


نفرض صحة الخاصية ()2 أي 0 > ,» > 4- ونبرهن صحة الخاصية (1+ ۲)۸ أي 0 ک u,‏ > 4- 


n+] 


إعداد الأستاذ محمد حاقل نہ 39 نم 


الوحدة الثانييى المتتاليات العدديي 
لدينا 0 > ,> > 4- ومنه[4:1-|[ ع ,× وحسب ما سبق [4:1-[ © (,/© ۶ وبالتالي 0 ک u,‏ > 4- 
- تبيان أن المتتالية ( ,») متناقصة تماما: نبين أن 0 < وله U‏ 
-u - 8u, -16 4 + 4ُ 7‏ | 16 ةر 


U 
n+1 n n 


u, +11 EL 
N ومنه المتتالية ( ,») متناقصة غاما على‎ 
ره‎ xu =1— 4v (3 


u, +11 




















ء 0ن ع 1 
/١‏ إثبات ان المتتالية ( 0) حسابية اس = q‏ 
فين أذ رت 
- ہیں 7 n+1 n‏ * 
ء 1 
اولا 40 - 1= »× u‏ معناه1 = ,4 + ,»× 0 ومنه1 = (4 + )u,‏ 0 وبالتالي ر ج 
u + 4 * | 1 | |‏ 
1 
وعليه = ۷ ومنه 
u, + 4‏ 
1 ںا ا ا اس 50008 
4 + اله 28+ u +4 3u -6 u, +4 Tu‏ 4+ هن " 6" 
n+ n n + 4 n+1 n n+1‏ 
EU FELL‏ 
E! 1‏ 7 11+ ره _ 1 020 
7u, +28 u +4 Tu +4 Tu,” +4 Tu, +4 7‏ 


5 1 
ومنه( 0) حسابية اباد 0 
۔ حساب المجموع 5 ححييث و روولة > ورور + ... + با × ا + وا × وله = قر 
لدينا 1 = نك + u,‏ × 0 محققة من أجل كل عدد طبيعى 7١‏ ومنه 
4v‏ -1 - له »ا وله 


U XU, - 1- 4v, 


U, »ا‎ U, = 1-4, 


2016 * “o016 > 1- ره‎ 


امع طرف بطرف نجد 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 40 ~ 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 
4v +1 - OE .+ 1 - 0‏ ضا RU EU RU aE‏ 
EU EASE Ta‏ لحار SS (LEE‏ 


لدينا 1 + ...+ 1+1 (2017 مرة) إذن 2017 = 2017 =1x×‏ 1 + ...+1+1 
2017 





EU EET a. + جموع متتالية حسابية وعليه ( را‎ E A 
٤ 1 1 
نحسب را وی ورلا - = = ,نه لان0 = ,نه‎ 

u +4 4 


= e ۴ ا‎ > =n وأيضا:‎ 
2016 4 7 4 4 


E 2327618‏ ا 
مله ام 


0 = اام ع كاده زع ل 
8 4 4 2 2016 1 0 


وبالتالي 1161792- = 1163809 - 2017 = 8 ج ا × 4 - 2017 = 5 وعليه |1161792- = © 


1) حساب الحدين: ,0 و0 


7 3 11 
= 1+1 ×= د 1+ ت و = 1+ 6× = يه 1 + ر = إن 


2( أ/ كبة له - 0 بدلا له ,ا 0 u‏ 


3 3 3 
n+2 Tea 7 0 4 لجرك‎ 1 4 = 5 e - لهك‎ 


ب/ باستعمال البرهان بالتراجع برهان أن المتتالية ( ,») متزايدة تماما والمتتالية ( 0) متناقصة تماما. 





- نين أَنْ 0 < رلا - ۷ نضع 0 سدور بس وار 


تأكد من صعة ؛(7)0 : لدينا0 < أ = 2-1 = ر - پا محققة 


نفرض صة الخاصية (2)7 أي 0 < ,له - ,۷ ونبرهن صحة اللخاصية (1 + ۲)۸ أى 0 الاح ل 


aS 
U — (1 5 إذن 0 > برل - وبرلا لا‎ e - ومنه 0 > ( له‎ a11 لدينا 0 3 بلا‎ 


Pug mV EO نضع‎ ۰٥ ¬ نبين أن 0 > ,ا‎ - 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 41 ~ 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


ِِ 3 
لدينا اولا 00 1+1 1 2 n+1‏ 5 0 
١ 1‏ أ 11 
نتا كد من صحة ؛(2)0 : ايتا > حب = 2-6 = رن - ,0 محققة 
نفرض صحة اللخاصية ()2 أى 0 4 الاح 0ه ورهن صحة الخاصية (1 + )2 أى 0 م كت و 
ل 3 
لديا 0 > إل ,0 ومنه 0 < ا 0 إذذت0 < بورك و a+‏ لان nı1 u,(‏ ا 2 بيلك n+2‏ 
3( ا n‏ ج Ww,‏ 
برهان أن المتتالية )٠,(‏ هندسية يطلب تعيين أساسهان وحذها الأول ر 
5 نبين أن و # wu,‏ 3 لله : لدینا ر له - مله - لله 


3 3 3 3 3 
ومنه للا E‏ إن ج ,~=( ,= ,)= =1- الم الاك موللا 
* 4 1 ”" 4 ' 4 * 4 " 4 


ومنه ( ,س) متتالية هندسية أساسها * = ۾ وحدها الأول 5- = 1-6 - () ح Ww = u,‏ 





4 تبيان أن المتتاليتين (,») و( ,ه) متجاورتان 


lim u, سح‎ = lim w = lim -— 8 = »ا ”نا : وعليه0‎ - vu لنحسب‎ 


n+ ۳ n+ ۳ n> +0 ممدج ىر‎ 


0 


با أن المتتالية (,») متزايدة تماما والمتتالية ( 0) متناقصة تماماء و0 - .- u‏ ”1ا فان 
المتتاليتين (,,/0) و( ,») متجاورتان 





1. تعيين قيمة » حتى تكون المتتالية (,/1) ثابتة. 
(,/ا) ثابتة معناه كل الحدود متساوية وبما أن 0 = »ا O‏ 0 تصن "راك SR‏ رت 


0 1 n n+1 


SU, +1‏ 1 
لدا سک = ره إذن ±1 = هو ج 1= ”ي ج 1 + 30 - 30 + ”ي ج e‏ 
a +3 u, +3‏ 


تكون (,ا) ثابتة إذا كانت أواا- = ا 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 42 نم 








الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 


[].نضع في كل ما ب 5 = به 
1( أ/ تمثيل الحدود مله ¢ ا © و و“ على حامل تحور الفواصل الحدود 











أ/ برهان أن المتتالية (,:0) هندسية ا يطلب تعيين حدها الأول 


n+ 


عه 1 
- ہیں ا 4 0 


Su, +1 1 2u, - 2 






































1 1ج u +3 200 -1( 1 u‏ وله al‏ 
لديما ر = چ ا 7 - ب 0 : 0 2-5 0 
2 1+ يه 2 )1+ Au, +4 4u‏ د 1+ al Su,‏ 
u, + 3 u, + 3‏ 
ء 1 س u =1 5-1 2 ٤‏ 2 
منه المتتالية( 2) هندسية اساسبا - حدها الأول احث: +- د اف = ن إؤذن|- دح ن 
7 ا ا ا Sul‏ 
ب/ التعبير بدلالة:7 عن ا ورن 
”ا كابة u‏ بدلا لة7: = |v,‏ ج "4× ره = u,‏ 
u -1 5‏ 
” كابة ا بدلالة۸: لديا ل = ل ومنه 1 - ا = له + إلا نه وعلية 1- 0 = إلا - لان 
u +‏ 
1- رم 
ومنه1 - ,0- = ,»ا(1 - ,2) وبالتالي: (1)... = ,» نعوض عبارة الحد العام ل(, ,»)في (1) نجد 


n 


إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ 43~ 





الوحدة الثانيخ المتتاليات العدديتّ 
القعنت و اين لك 2 
<8 ل 2ح 1 ر 
2ك 2-32 *2-3×2 _ ¡_ ا21 
3x2"‏ 0 82 


51 
اجا ا : 
8 
” حساب 2 ہا[ :1= د ہنا = u‏ صتا ( لآن0 = 8 lim‏ ( 
)3 








3 حساب بدلالة 7 الجموع 3 عي E EU ESET‏ 
عدد حدود الجموع ,5 هوا حيث: 2017 = 1 + «, - 2016 + ۸ = ]1 ومنه 


2017 1 
6 0 1 1 1 2 1 - 1 
للجمك »همي 2 + =u‏ إلى 


>= =× واد ا 



































1 n+2016 n ا 2 3 0-1و‎ 
2 
1 1 1 1 
5 + + +... + mmm استنتاج بدلالة 7 المجموع 5 حيث:‎ 8 
1 u, +1 tt UE SEL 0 
u -1 „4 +1-2 2 2 1 2 1 
[,ه-2)1 - ×= ج ن-1- 1ت کے وات‎ 
5 u, +1 u, +1 u, +1 SS E Ol 2 1 
1 1_1 1 
EE 2 2" 
ومنه‎ 
1 
= = و‎ 
u, +1 2 
1 1 1 
Ta a 
u, +1 2 2 
1 1 1 
سس س د س‎ /( 
7 +1 2 2 n+2016 


n+2016 


إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ 44 م 


الوحدة الثانيق المتتاليات العددينّ 











المع طرف بطرف نهد 
1 1 1 1 1 1 
SY EE E Yk‏ كي i O‏ + + 
ا 5 : ش 2 2 2 2 1 2016+" 1 3 و 1 1 1 7 4 
ا ككس 
o‏ 1 ا = "قم ج 


اك 
n 2 2 n‏ 


2017 1 4(1) i 
م كن ا ال يت‎ 
n" 29 9 8 8 


100 2(1 2017 
داح ]|| داح تت تك م 





القرين الساء 
1( أ/ تبيان أنه: من أجل كل عدد طبيعي 7 غير معدوم:0 < u,‏ 
- أستعمل البرهان بالتراجع: نضع؛0 < FOE‏ 
مأك من ع( : إدينا0 < د .ا عققة ( لان 3خ ) 
0 
نفرض ححة الحاصية 0 < ,»ا : ()2 ونبرهن سصعة الخاصية 0 < u,‏ : (1+ )122 


7+1 7+1 
فان0 < ,نه‎ 
an an 


الخلاصة: الخاصية 0 < u,‏ : (2)2 محققة من أجل كل عدد طبيي 7 غير معدوم 
ب/ تبيان أن المتتالية (,») متناقصة تماما 


لدينا0 < u,‏ وا أنْ0 < 








إذن 0 > برل 


ع سس 
نبين ان 0 < يلك برل 


7+1 (n +1)u, صمح‎ (n+1-an)u, (1-an +1 
ك4‎ 3 3 3 1 2 - 2 3 0 


an an an an 
لدينا‎ 


4 





0 > 1+ - > 1+ ب«زه -1) >< „- > «(م -1) > 1- > 1-0 ج 2- > م- ج 2 -< 0 


0 > 1+ «زه -1)| > 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ل 45 دم 


الوحدة الثانية المتتاليات العدديت 
a)n +1‏ -1) 


و0 < له وبالتاللى0 > لله 
٠.‏ لا an‏ 


+ 


ومنه 0 > .4 - ٠‏ ا إذن المتتالية (,») متناقصة تماما 


1 


- استنتاج أنها متقاربة: بما أن المتتالية (,») متناقصة تماما ومحدودة من الأسفل (0 < ,؛) فهي متقاربة 


ع ع ۶ 1 








عه | 1 1 1 1 7+1 1 1 
نبین ان؛ و 0 :لديا و 2 n e‏ 1 1 ا - 0 
a(n +1) a(n +1) an a an a a‏ 
LR. 1 e 5 ١‏ 1 
إذن المتتالية ( ,ا) هندسية اساسها-؛ حدها الآول س = .د = إن 
d 0 0 0‏ 


تك إيحاد بدلاله n‏ و0 عبارة المد العام u,‏ ثم استنتج عبارة ا واحسب ,ا lim‏ 


معدج ىر 














1 n 
,۷ا ج .۸ = إلا < ,0.۷ = را < الوح = إلا‎ = 2 
an 1 1 1 a" 1 a" 
: lim U حساتب‎ 2 
n+ 15 ؟‎ 
n E 1 1 ممدشظ م‎ ١ 
. . . n . تت‎ . n ت ك‎ 
lim u = lim = lime “ = lime™"””* = jime مم ( ای ے‎ - 0 
ممبجىر‎ 57 n+ 0 ممدج ىر‎ n+ ممبج ىر‎ 


lim „u = ومنه|0‎ 
n 
n+ 


1 1 1 
3 حساب بدلالة 7 وه المجموع ,5 عي كاده جه ولاب + ا 5 
n‏ 


1 1 1 1 
ديعا ,ا = u,‏ وعليه ,لاي ص فا وله ا - u,‏ و... ا إذن 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 46 نم 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


1 1 1 
S =u += د روم + روم = 4 —=1+... ل رودل‎ ... + 0۷ 
n 1 2 3 n 1 2 n 

2 3 n 
U EO طون عل‎ 07 

















a. × 1‏ = × 0.10 = 
هت 0 0 
0 
1 
1 - 
1-a | a"‏ 01-0 
0 
إذن 2 1 5 
”ن إأن- 1 " 
تعيين قيمة فلكت 5 lim‏ 
- لل م n 7 OG‏ 








7 = 0 کا ا ا 2 ا 1 lim S = lim‏ 





a" 1 -0 2016‏ 0- 1 ممدج در 57 n+‏ 
لا 
0 
القربن الثامن 
نعتبر الدالة العددية ‏ المعرفة على المجال|[0;4] = 7 ۴ يل : ج 
: 1 $ 92+13 
1) أ/ تبيان أن الدالة/ متزايدة تماما على المجال 1 
169 


- نحسب (2)/ ؛ ر قابلة للاشتقاق على 1 ولدينا 0 < = ()/ إذن الدالةم متزايدة تماما على 1 


(9z +13)‏ 
ب/ تبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي :2 من المجال 1» (2)/ تنتمي إلى 1 
0:4 |( “رج |4( /:(0) /[ (x )e‏ “رج e]0;4|‏ عدج لع x‏ 
e [0:4|‏ )<( “رج 
52 
ملحوظة: 27 = (0;)4 = (0)/ 


o 3 4 (2‏ و( f),‏ = 0 من أجل كل عدد طبيعي !7 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 47 نم 


الوحدة الثانيي المنتاليات العدديي 
أ/ البرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 »4 > ,/؛ > 0 
5 نضع؛ 4 ک ,لا ک 0 : (17)0 
تا كد من صحعة(2)0 : لدينا 4 = »و4 > 4 > 0 إذن4 > u‏ > 0 محققة 
نفرض ححة الحاصية 4 > ,»ا > 0 : (2)0 ونبرهن عة اللخاصية 4 ك .له > 0 : (1+ ۶)۸ 
لدينا 4 > ,» > 0 معناه [0:4] € u»,‏ ومنه[0;4]> (,) / ( حسب 1- أ( إذن|0;:4] € ,1 
وعليه 4 > .. * > 0 


70+21 
الحلاصة: الخاصية 4 > ,»ا > 0 : (2)7 محققة من أجل كل عدد طبيعي 7 
ب/ استنتاج اتجاه تغير المتتالية (,») 


13u, 9 


n 


ندرس إشارة الفرق؛ ه- ا:0 > کد کد ووس ل 
رس إشارة الفرق؛ ,لا - .., TET‏ رد 


لأن 0 > *9- و0 < 13+ :90 » ومنه المتتالية (,») متناقصة تماما على ١‏ 


استنتاج أنها متقاربة: المتتالية (,») محدودة ومتناقصة تماما إذن هي متقاربة 

3 تبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي 77 : + ,لا ؛ أستخدم البرهان بالتراجع 
1 نضع 0 ۶ ,لا : (17)00 

نتأكد من صحة(2)0: لدينا1 عد 4 = » محققة 

نفرض ححة الحاصية 0 عد ,»ا : (2)2 ونبرهن صعة اللخاصية 0 ± u,‏ : (1+ )122 
لبرهان أن (0 ع u,‏ > 0 ۶ ,ا ) نبرهن أن(0 - 


) u, =0 >> يله‎ 


13 
n = 0 معناه‎ r 


E نا0‎ 
9u, +13 E 


U, = 0 وعليه‎ 13u, = 0 ومنه‎ 


ومنه إذا كانت 0 ± له : (2)8 فان 0 ۶ u‏ : (1+ )م 
واخاصية 0 ± ,ا : (2)7 محققة من أجل كل عدد طبيعي !7 
4) أ/ برهان أن المتتالية (.) حسابية يطلب تعيين أساسها وحذها الأول رن 
فين أن ح ,0= U‏ 


13 13 13 13 9 +13 13 9u 
Uy لل ل 2= رل‎ = mm =2 0 
U u, 1u, U 7 U, vu, 


9u, +13 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 48 ~ 


الوحدة الثاني المتتاليات العدديّ 


س ع 21 1 1 
ومنه 9 = ,0 - ,0 إذن(,٥)‏ حسابية حدّها الأول 27 ے خط + 2 ے شک + 2 = رن 


u 
21 0 
u, = ,ا < 37 + وله‎ EL : ب/ كبة « بدلالة"‎ 


0 








5 52 5 
استنتاء انط د ن وذلك م٣‏ ا عد n‏ 
ج/ استنتاج أن و مح = ,9 وذلك من أجل كل عدد طبيعي 
13 1 11 13 13 
= إن جح = 2گ چ = 2= واج دل - Uy‏ 
U, 10. md 4 0-2‏ 58 47 
لدينا: بيت 1ا جه ا 1ا ج 
36n+13 ˆ‏ " 21 " 
كك 90-2 + 
4 4 
52 
ت ج 
36n +13‏ " 


lim u = ا‎ =0 > |i u, - 0 : حساب ,ا صاا‎ . 
n+ 57 n+ 36n + 13 n+ n +0 


.1 


lim f(z) = lim N22 + 8 = حساب (2)/ تتدثا :مد‎ / (1 


ممدج ع وممدج ع 


ب/ دراسة اتجاه تغير الدالة/ ثم شكل جدول تغيراتها 
1 1 
لنحسب (2)"/ + قابلة للاشتقاق على |0+:0] ولدينا:0 < - (ه) 1 


8 +2 له 





إذن الدالة/ متزايدة تماما على ]+ :0] 


2) تعيين احداتى نقطة تقاطع (© 
حل المعادلة؛ 0 = و /)z(-‏ : 
0 [2+8/) جه - 8 + 22 





0 8 - 1-22 جح أن دق + م21 د 


<30- 4 يبد سان الح ج و ]2 - .| ھر مرو 


ومنه ((4:4)! = )۸)۸ (0) 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 49 نم 


الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 








1 = ر ومن أجل كل عدد طبيعى ۰۸ (,0)/ = !ا 
1 تمثيل الحدود a‏ حامل مور الفواصل الحدود في الرسم السابق 
2) التخمين: (,») متزايدة تماما ومتقاربة نحو فاصلة نقطة تقاطع (,07) و(4) 
3) أ/ البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 :4 > ,» > 0 
نضع؛ 4 > ,لا ك 0 : (17)0 
تا كد من صحة(2)0 : لدينا0 = ,ه و4 > 0 > 0 إذن4 > u‏ > 0 محققة 
نفرض عحعة اللخاصية 4 > ,»ا > 0 : (2)0 ونبرهن صحة الخاصية 4 > .له > 0 : (1+ ۶)۸ 
لدينا 4 > ,» > 0 ومنه (4)/ > (,4)ث/ > (0)/ ( لأن/ متزايدة تماما ) وجا أن 20/2 = (0)/ و4 = (4)/ 
فان 4 > (,0)/ > 2۷/2 > 0 حسب خاصية التعدي نتج 4 > ,ا ک 0 
ومنه الخاصية 4 > ,» > 0 : (2)7 محققة من أجل كل عدد طبيعى 7 
ب/ دراسة اتجاه تغير المتتالية (,»): ندرس إشارة الفرق ,» - 7 
u + 2u +8‏ ) ,“+ 8+ يعتل)(»- 8+ (2u,‏ 
7 72س ار 35 275١5١١52252.‏ ا ي u,‏ - 8+ ,2 - لظ - r‏ 
au, FE ED,‏ اله + 8+ 2u,‏ 


55 5 
TTT T1 


(u, +2)(u, - 4) 9 


توضيح: مما سبق 0 > 4 - ,له < 4 > ا وأيضا 0 < 2 + ,نه < 0 < 2 < 2 + ,ره ج 0 < ں 
ومنه المتتالية (,») متزايدة تماما على ١‏ 
1 


ج/ تبيان أنه من أجل كل عدد طبیعی اد يله - 4 


إعداد الأستاذ محمد حاقل ~ 50~ 





الوحدة الثاني المتتاليات العدديّ 


24-0 - 2/4 0 يي 
ات لبح ب و 2 -4 = - 4 وما 
١ 1 4+ 2u, +8 4+ +8 +8 ` 41 2u, +8‏ 


ys 


1 1 
> جد 


1 
کے‎ 
AF EE ANS 


(.ه-2)4 9 (. - 204 5 (.«ه - 24 
2u +8 4+8‏ .+4 8 
2 نا - 2(4 (.:ه - 204 


E TT 
24-u,) _1 
ج‎ L_> =)4- u, ) 


4+ 2u, +8 2 
2)4 - (.ه‎ 


4-y = 2 


0 ET 
4 - 00, > استنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي 600( - 4) ل‎ 5 
لدينا؛ (,4ه - 7)4 > ,ا - 4 حققة من أجل مي انه‎ 


4- u, > -)4 - u ( 


3 


ومنه ( ,ه - 4) 


نم | وج يم 


(له - 4)- > يه - 4 


N 


بالضرب طرف لطرف نجد 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 51~ 


الوحدة الثاني المتتاليات العدديّ 


کی ج کل ...كسلا وله - 204 > ينا 4( ...]سل 


د/ استنتاج u,‏ صا ا( =4 > u,‏ - 4 > 0 ونه ×4 > بلا - 4 > 0 وا أن 


ا 0 فان حسب نظرية الحصر 


lim 4 — u, = 02< lim 4 - lim u, - 0 > [lim u, =4 
. EET 


٠. 
a 





lim f(z) = lim 


2 دام a+‏ ممدجبجوع 


ب/ دراسة اتجاه تغير الدالة, ثم شكل جدول تغيراتها 


1( / حساب ( ك( 1 im‏ :5= 


نسب (2)/ 7 قابلة للاشتقاق على +٥]‏ :0] ولدينا کے = (0)/ 
)2 + ( 


ومنه الداله/ متزايدة تماما على ]0+:0] وجدول تغيراتها کا یل 





2) تبيان أنه من أجل كل عدد حقيقى 1 من المجال |مه+ ;0:]0 2 
لدينا ند من المجال ]ده+:0] معناه0 < ند وبما أن متزايدة تماما على ]مه+:0] فان (0)/ < (2)| 


(0 = (700 ) ومنه|0 < (مان] 


1 = ,14 » ومن أجل كل عدد طبيعي ۸: = u‏ 


u, + 2 





إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 52 نم 





الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 
1) أ/ البرهان بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي 7 :3 > u‏ > 1 : (72)7 
نتأكر من صحة (2)0 ؛ إدينا1 = ا ومنه3 > u‏ > 1 محققة 
نفرض عة اللحاصية 3 ك ,»ا ك 1 : (7)0 ( فرضية التراجع) ونبرهن عة الخاصية 3 ك u,‏ > 1 : (1+ ۶)۸ 
ع 5 
الإغازة ES NU‏ رونا كرا كن كع Oy MS NEE‏ 


n+1 3 فان‎ 


الحلاصة: الحاصية 3 > ,» > 1 : ()2 حققة من أجل كل عدد طبيعي ۸ 
ب/ دراسة اتجاه تغير المتتالية ( ,») 


n+] 


5 


| د 
5u 4 + 31 u (u =3‏ 
Sea‏ ا 31 = .1 = 
u +2 u +2 |‏ 2+ 4 " 


ومنه 0 < ,» - ,,,» وبالتالي المتتالية (,») متزايدة على ١N‏ 
توضيح: 3 > ا > 1 > 0 > 3 - رن > 2- وأيضا3 > ,ل > 1ے 1- > ں- > 3- 
- استنتاج تقارب المتتالية (,»): بما أن المتتالية (,») محدودة ومتزايدة فهى متقارية 





U =4 = 


n+1 


2) أ/ برهان أن (,0) متتالية هندسية ساسا ج اتا ا 


ع 2 
ان اللو كيو 











EA), 26. A =)‏ ناد 1 3 ت 
ج تڪ ج ا لدم کے لدم حب د د U Caer‏ 
5u, 5u, Du, 5u,‏ 0 م 
u, + 2‏ 
WE 2 3‏ 2 
my 5l u‏ 
2 
0 < 8 0 7 


وا اة مس أساسها < 


3 3 a 
u = -_ 2 حساب حدّها الأول ,2|:0- = ,| ج 2- = 1-8 1-22 د‎ : 
0 


ب/ اكتب بدلالة: عبارة ,ا 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ہ 53 نم 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


55 × 2- = واج "0< إن ح إن 


- استنتاج عبارة ره بدلالةم: لدينا 1-2 ح ,نه ومنه ,نه -1 = څ ومنه ل = ونه وبالتالي 


7 11 وا * جور ان 
n 7‏ 


n 











ج/ حساب نباية المتتالية ( ,») 


3 3 : : : 
ص 11 = u‏ imا‏ ومنه|3 = lim u‏ 
مج وو 7 .ووندحور 


جح 
1 2 

5 
0 


O, 5 
(E 8 = 0 ملحوظة‎ ( 


1+2 x 








5 1 1 1 
3) كابة بدلالة | 5 حيث: = + ...+= += مق 
e‏ جموع , uy‏ ب وله 5 


1 1 1 1 
كا‎ e egg E ga 
1 U 


u, 8 3 U, 
1 1 
د كك ادك‎ 
o 3 0) 
1 1 
ف د‎ 
1 1 
نالحد‎ 
U, 3 ل‎ 
اح طرف بطرف نجد‎ 
1 1 1 1 1 1 
لماك سجيي اد نكا حو ا لخدت وي يتك‎ 
رلهة وله‎ u, 8 3 3 
ل ا ا س‎ | 


5 


[م-1+...+ 1-8 + 0 -1] 2= 9 


1 
5 EEE) 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ل 54 نم 


الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 
لنحسب: ,0ا + ... + ,ا + را ججموع حدود متتالية هندسية 


1+ 9 
1 0 86 1 1+1 
0ك شتا نا "0 ك صلل 


9 7+1 
5 


Xx 





EI 
]1: +٥] تبيان أن الدالة / متزايدة تماما على المجال‎ )1 


DE‏ اله روم 
(2-1) (2-1) 


إشارة ()'/ من إشارة :2 - 22:2 لأن المقام موجب تماما وعليه نحل المعادلة0 = 24 - 24:2 

0 = :2 - 22 ومنه0 = (1- )22 إما0 = :2 أي 0 = ± ( مرفوض) أو 0 = 1- ندأي |1 = عا 
ومنه الدالة / متزايدة تماما على المجال ]مم+ :1] 

62 6= ا ومن أجل كل عدد طبیعي ۰۳ ( ,,91) / کل 
أ/ تمثيل الحدود الأربعة الأولى للمتتالية 














ب/ التخمين: المتتالية )٠,(‏ متناقصة تماما ومتقاربة نحو فاصلة نقطة تقاطع (,0) مع المستقيم نه = ل : (۸) 


ج/ برهان أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 :6 > ,ما > 1 : (۲)0 
نتا کد من صعة(2)0 ؛ إدينا6 = ا ومنه 6 > u‏ > 1 محققة 


نفرض عة اللحاصية 6 > u,‏ > 1 : (7)01/ ( فرضية التراجع) ونبرهن عة الخاصية 6 > u,‏ > 1 : (1+ )12 
0 ب ب إعدادالأستاذمحمدحاقت 55ہ 00 








الوحدة الثانيي المنتاليات العدديي 
م 36 
a‏ ار كار0 ريك روا الكو كملكي كاوها اك رلا 
فاك 2 ا > 1 إذن حسب خاصية التعدى نجد 6 ک u‏ > 1 
٠ TRE 11‏ س n+‏ 
الحلاصة: الخاصية 3 > ,» > 1 : (2)0 محققة من أجل كل عدد طبيعى 7 
ملحوظة: أدخلنا الدالة/ على المتباينة 6 > ,» > 1 ولم نغير الاتجاه لأنها متزايدة تماما على ]0+ :1] 
د/ اوش اتجاه تغير المتتالية ( ,») 


سم سم 
2 


(u -1(‏ = + يم u‏ 
0 < لت ل ل ع کے ا ال يي کے 46 00 : 5-5 بلغ 00 0 ومةه 
2u, -1 2U, 1‏ 1 الاك | 1 1 








ا 
وعليه المتتالية ( قصة على NN‏ 
ه/ تبربر تقارب 0 ا أن المتتالية ( ,») محدودة ومتناقصة فجي متقاربة 
u -1‏ 
3) نعتبر المتتاليتين: اك = إن و( ناما < إن 
3 | 


n 


أ/ برهان أن (,س) متتالية هندسية أساسها2 يطلب تعيين حذها الأول 














- نبين أَنْ: ,س ×2 = ننه ؛ لدينا 
1 + ناك - 1 1 u‏ 
E | 2u -1‏ اک 
لاطا ا =[n‏ هم مإ[= لتك | ما = ل )صا س 
لغ لغ n+1‏ 
1م براه 21 زات 
u -2u +1 (u ~1) u -1١‏ 
ع ہا = س ج س د مآ = ب سا ج اا ہا = رس ج 
0 لغ لغ 
1 - نه 
2۷ = 2 د = سه ج 
u‏ 


ومنه ( 10) متتالية هندسية أساسها 2 


03 عه 1- 
تعيين حدها الاأول؛ 8 جد ات 8 71 1 که = (رم)طا = رس 


o 





إعداد الأستاذ محمد حاقىن 


ج 


BO 





الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


ب/ كابة ,س بدلالة7 


n 5 n 
<u =2 ms = × 4 
n 6 n 








4) 0 بدلالة"؛ لدينا(, ,1)0 = u =e” =e‏ 
ا 
جا ا Fe‏ 
ك1 
6 
0-1 7 
لدينا 7 = ا ومئه1 - إله = اا وعليه 1- = ا - نان اذن1- = -1(»u,‏ ,ا) ومنه 











: : 1 : ا 
۔ حساب vu‏ صتا : 1= vu‏ تاج 1-< لل يرون = lim u‏ 
؟ " n+‏ ۳ ممدجم "2 


1 1 1 
حساب بدلالة ١‏ الال +... + بد 9 
د/ حساب ب لجموع التالي: ر 0 


n 


معاومة 


0 n 


إذا كانت (,80) متتالية هندسية أساسهان0 وحدها الأول ,س ادا کاله هندسية اا وها ا 
wu‏ 0 4 


2 
لله 


n 


لدينا في هذا القرين (,») متتالية هندسية أساسها2 وحدّها الأول 8 2 | | سال شا أساسها < 


ا وعليه 


7 


وحدها الأول 





إعداد الأستاذ محمد حاقىن له 57 نم 


الوحدة الثاني المتتاليات العدديّ 





القرين الثالث عث 
1) أ/ البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي " فان 0 < ,ں + 1 : (۲)۸ 
نتأكد من صحة(2)0 + لدينا0 < ”ع = 1- ثم + 1= »+1 ومنه0 < u‏ +1 محققة 





نفرض عة اللحاصية 0 < ,ا + 1 : (7)۸ ( فرضية التراجع) ونبرهن صحعة اللحاصية 0 < 130 وار 


لدينا: €( + 1) = ,نه +1 > 1- 6(,ه + 1) +1 - u,‏ +1 ومن فرضية التراجع 0 < ,» + 1 
و ع إذن وعدت IE‏ 
الحلاصة: الخاصية 0 < ,» +1 : (2)7 محققة من أجل كل عدد طبيعي ۸" 
ملحوظة: 0 < 2 +1 معناه1- < ,ںا أي أن المتتالية ( ,ا) محدودة من الأسفل بالعدد 1 
ب/ تبيان أن المتتالية (,») متناقصة 
- نين أن 0 > الحا ياك لنزينا 
رس +1( - u e”‏ + )د دسج - 1- u, =U, = )] + u Je”‏ 


u, ()€ 7 -1(‏ +1) = له u‏ ج 


وبما أنْ0 > 0,8- = 1- 2ع و0 < u‏ +1 فان 0 > u,‏ - .8 وعليه المتتالية (,») متناقصة 


1+ 
- المتتالية (,») متقاربة لأن: (,») متناقصة ومحدودة من الأسفل (1- < ,») 
2( نضع من أجل عدد طبيعي 7 :( )+381 = vu,‏ 

أ/ إثبات أن( ,0) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 


أذ 12+10 
د نہیں ال | = = 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 58~ 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


+1 


EE مو اإسرك‎ 
u, 301 + u, ) EU 1+u, 

ومنه ( )٠,‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها” 6 = 4 

حدها الأول ”36 = (1- e‏ + 3)1 = (,ه + )3 = ,نا 


0 


01 .نه+ )3 1 


لاا م تمت 


ب/ كابة u‏ مر بدلالة 7 » 9 e‏ بدلا" 


2 2\n _ 2 —2n __ „2-2 | «° 5 
vu, = 36 x(e (" = 3e xe كارن = يه إذن| "22 = رہ ج‎ 3 


u u 
0 Ee E ا‎ U. 


”3022 
aE‏ 
n 3 n‏ 
ع 
3( أاحسب ا 11۳ :1- = 1- ع = 1 - "2 2ع زا = u‏ صا ومنه|1- = „u‏ imا‏ 
° ۳ دجم n+ 57 n+‏ 7 ممبجم 


4) تبيان أنه من أجل کل " من Inv, +lnv, + ... + Inv, = ) + 1 (n + 2+13): N‏ 
هناك عدة طرق من بينها النتيجة التالية 

إذا كانت (.1) متتالية هندسية موجبة تماما أساسماي فان ((,/)12) متتالية حسابية أساسهان م[ = ۲ 
ومنه (.0) متتالية هندسية أساسبا* = ۾ حدها الأول :36 - ٠,‏ إذن (( 12)0) متتالية حسابية 
أمانها | 2- حدم ] ك 67و[ صم ا الأول 3 ,2+1 - Ine?‏ + 3 ما = “36 ما = Inv,‏ 


نضع ( ,1200 = ,س ومنه ”7 123.6 = ,س وعليه |20 -2 +103[ - ,نا 


Inv +linv + ... + روم[‎ =w +w +...+ نه‎ 
0 1 n 0 1 n 





n +1 
= (wy + )لله‎ 


3 = 2+3 +ln3+2- 2) 








- 2 )4 + 2n 3-20) 


O N ا‎ 


2 
القرين السابع ع* 


و 
ليد ك رةه ره أساس اللوغاريتم النيبيري ) 





إعداد الأستاذ محمد حاقىن ہ 59 نم 





الوحدة الثاني المتتاليات العدديّ 


1) تبيان أن (,») متتالية هندسية» يطلب تعيين أساسها وحدها الأول. 








= ) نبين أن‎ - 
3 
1 
-1 e 5 NNE E KE ف‎ 

a e ومن تا‎ 

e2 e2 

س ع 1 م1 

۔ حساب حدها الأول ,ا : u, - e‏ ج u, =€” =e? - e‏ 
2) حساب u,‏ صا 

ممدجىر 


1 


- 
اim‎ vu, = صا ومنه|0‎ u = lime? =e” =0 
n+ n+ 57 ممدجدىر‎ 


الاستنتاج: المتتالية ( ,») متقاربة نحو العدد 0 لأن 2 ء 0 - lim u,‏ 


n+ 
وله = ,قم‎ + u + ... + بدلا" 7 5 حيث: اله‎ ١ 


1 1 1+ 
1- 
1 و ل 1 يرانك × ون = 4ن +... + ون + =u‏ 5 
e 1+‏ 0-1 
6 








1+1- 
اكد 71 5 


1-6 م6- 





11.نضع» من أجل كل عدد طبيعي 7+( , =1n(u‏ ره In)‏ يبرمل إلى اللوغاريتم النيبيري ) 
1) التعبير عن ,2 بدلالة27 ثم استنتج نوع المتتالية (,ن) 


=e" 1 ٍ 3‏ ا له 0 مده 
n 2 2‏ و و 2 n‏ 
1 


ء ٤‏ 1 
- (.0) متتالية حسابية أساسها|1- = |١‏ لأن 1- = م + ۸-1-5 - <= ,ا يرلا 


2 / حساب بدلا" العدد 2 حيث: ( ,1 ×... × vu,‏ × )صا P=‏ 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 60 ~ 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


P, =In(u, xu, x...xu,) = In(u,) + In(u,) +... + In(u,) 








BSP o) 
مم حح و ا کے‎ E UIE) 
2 2 2 531 2 

1-4 2 
س‎ n“ +1 





و 
ب/ تعيين جموعة قي العدد الطبيعي 7 بحيث:0 < 4 + ,2 لأجل ذلك نحل المعادلة0 = 4 + ,2 























2 2 2 
رہ 1 ے ی ہا = 4 + P,‏ ومنه 0 = E Delia P, + 4n‏ 
أى 0 = 1 + مق + "- سب المیز۸ ۽ 20/17 = ۷/68 = ها ج 68 = ۸ 
يوجد حلين 0 > 0,12- = 4-17 - به و0 < 8,12 = 17 +4 = n,‏ 
n 0 n, +00‏ 
n” + 8n +1‏ 
5 - 7 
ومنه قم 7 التي من أجلها يكون 0 < 4 + ,2 هي |6:7:8 :5 :4 :0:1:2:3] = 17 
القرين التاسع ع 
1( أحسب ,11 » له ورلا را 
u, +30, 83+34 15 u +, 3+4 7‏ 
ن. پچ چ جک کے = u,‏ و س ا 
2 2 2 4 4 4 
nT O 7,15 29‏ 
u FSU, _2' 4 _ 4 _ 9 +, _2' 4 _ 4 _ 29‏ 
3-2-2 کک کو و ر Cs SS EES‏ 
8 2 2 2 8 2 2 2 
u, + 2u,‏ 


2( نضع من أجل كل عدد طبيعي 1,7 - ,0 = ,ا و > 
أ/ تبيان أن (.س») متتالية هندسية يطلب تعيين أساسما وحدها الأول 
س ؟ لدينا 


ع 
3 نبين ان: ٩‏ × ,س = n+1‏ 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 61 ~ 

















الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


u + 3u u + u + روق‎ - 2 - 0 U —-4 
کے‎ 43 Th n n بد‎ n 7E n n n n 





ء 1 س ع 
ومنه (.10) متتالية هندسية اس 4-3 وحدّها الأول |1 = ,ا < 1= 4-3 = ,ل - ,8 = ,س 


ب/ عبر عن ,س بدلالة2»7 ثم 


n‏ رک 
WU, = WU * 4‏ < 








11 زلا حه 
4 7 


-1> > > لأن1‎ lim w, = [im 2 = 0: lim ۔ حساب نه‎ 


n+‏ 4 لج ىر 4 ودج ىر 
3( إثبات أن المتتاليتين (,») و(,»ا) متجاورتان 
- ندرس اتجاه تغير المتتاليتان (,“) و(,0) 




















ومنه اماي( ) متناقصة تماما....(2) 

- وما سبق:0 = ) ,1= lim w, = lim (u,‏ ....)3( 
من (1) و(2) و(3) نستنتج أن المتتاليتين (,») و(,0) متجاورتان 
4) بين أن المتتالية (,4) ثابعة» 

ی أن اح اک ا 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 62 نہ 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 





u, + له‎ u, +30, 
— _ و‎ ٣ 1 _ کے 2 + ر‎ 2 4 _ +2, 
E 3 3 3 3 
20+29 ( 
2 u + 20 
چ‎ 
3 3 
u + ك2‎ u +2 
>51 = = 0 
3 3 





ومنه المتتالية (,1) ثابتة 


ع و2 + u.‏ 11 
۔ حساب تبايتها: جا أن (,6) ثابعة فان,4 = ,4 زا نا وك د ف = ر ومن أ = ,م زا 


3 
65 استنتج نهاية المتتالية (,») و( ,») 
أولا: المتتاليتين ( ,») و( 7) متجاورتان وهذا ر بعنى أن 8 lim vu = lim vu =leE‏ 


n—++o0 n+ +00 
2 
lim t e Lire ZI u, +2, ثانيا: ل 1 0 _ قلخا‎ 
ولج ر‎ 3 n¬++o 78 م + جر‎ 3 3 





3 
المرين الواحد والعشرون 
ء 2 
نعتبر المتتالية (,») المعرفة ب:3- = رu»‏ ومن أجل كل عدد طبيعي 1611 - "3 + i‏ 


/١ )1‏ حساب إلا » ولا ووا 


2 
ا د U,‏ 


2 
ا‎ 
U 


2 
الك ل ا ل كار 


- برهان أنه من أجل كل عدد طبيعى 3 < 067 < ,ا : ()2 
نتا كد من صحعة (2)3 : إدينا0 < 5 = ,ا محققة 
نفرض ححة الحاصية 0 < ,14 : ()2 ونبرهن سصعة الخاصية 0 < ,نه : (1+ )122 


2 3 
اا1 - 3 < 30-1 + رن <0 < 50 .له وبما ان3 < „ فان 0 < 8 < 1 - "3 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ل 63 ہ 


الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 


ع سم 


ومنه 0 < 1- ”3 ومنه حسب خاصية التعدي نجد0 < 1- "3 + ,< أي أذ 
الحلاصة:الخاصية 0 < ,ا : (2)7 محققة من أجل كل عدد طبيعى " حيث؛ 3 < ۸" 


- 
5 


U, > UO E + 3n — E N 1 < 0 طريقة ثانية:‎ 
3 ع‎ E 3 3 





ع ع 8 
ب/ استنتج أنه من أجل كل عدد طبیعی 4 < 4217 - 3 < ر » ثم 
إذا كان: 4 < 2 فان3 <  -1‏ ومنه 0 < u‏ للا 4 < ,7 


2 2 2 ع 
ES‏ 01 اليا اولع اد تايا U,‏ ومنه |4 - 37 < ,ا من اجل 


37-4 


كل عدد طبيعى 4 < ۸" 
2 و ا »): ا أن مهمد = 4 — lim 3n‏ و4 - "3 < ,»ا فانه حسب نظرية الحد من 
اس د کد وا 


u, = u, - 9n + 0 (3‏ 
أ/ برهان أن المتتالية (,0) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول 





ع سس 
- نبين أن 4 × ,۷ = ,ا 


EEE - 2u, + 3n -1-9n-9+ 30‏ سحن 


n+1 n+1 +1 


6n + 20....)1(‏ - 3 کک 


وأيضا 30 + 97 - ,» = ,0 ومنه (30...)2 - 9 + ,« = ,»ا نعوض (2) في (1) نجد 


= 2 (u, + 9 - 30) - 60 + 20 = بير‎ - 2u + 6n -20- 6n +20 


ع 2 به عه 
منه المتتالية ( 7©)متتالية هندسية اساسيا- د بن وحدها الأول |27 = .| جح 30 + 0 »9 - vu. =u‏ 
و ية (,0) متتالي 2 ٩‏ و ول |27 = رمأ 0“ 07 


97 ِِ ِِ 0 2 
ب/ استنتاج انه من اجل كل عدد لبي 0د أ = 


إعداد الأستاذ محمد حافت ~ 64 ~ 


الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 
ثما سبق 30 - "9 + vu,‏ = ,1 وعليه لکابة ,» بدلالة" نكتب أولا 0 بدلا" 





9 n 
,ا جک "0< ره = »ا ومنه‎ 2 


8 + 0n - 30 جح‎ u, =9 8 +m | — 30 





4) نعتبر المتتالية الحسابية (,») ذات الأساس 9 وحدها الأول 30- = رس 
حساب بدلالة ۸ المجموع ,س +... + س + وللا = ,£ 


نکتب ,س بدلال:921 + 30- = ,سا ج ۸١‏ + رس = ,س 


1 


)9 +30-30-(- “ الو و لا E emS‏ 


)9+ 60-()1+"( _ 51 
2 8 
65 استنتاج المجموع ,4 + ...+ إلا + ولا = ,5 
لدينا 30 - 9 + vu,‏ = ,»ا ومنه ,س + ,ا = ,1 وعليه 


“o = ولة‎ † o 


=0, FW, 


n 


U, =U, FW 
امع طرف بطرف نجد‎ 


Ug F U, F ...F U, = Ug F Wg F U, FW, +... U, FW, 
ا ا‎ 
5 


n 
SS را كل ل وعدي عدر روس روا كد‎ TOTES) 
1 L 


n n 


بانس لاح كوك 
6( نحسب الجموع له + ... + إل + وله = 1 ( جموع حدود متتالية هندسية) 








9 n+1 
1-3 n+1 
_ +1 3 
41 - -ح لج لخ « ]2 = 1 ات (ه + ... + ,+ وله‎ 81/1 ٤ 
n n 1-0 0 11 3 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 65 نم 





الوحدة الثانيي المتتاليات العدديم 


0 1)(-60 +9 
9, =1, +1, ,قا‎ =1 1-2 e 


2 





القرين الثالث والعشرون 
1 
(,») المتتالية العددية المعرفة ب: 6 = ر» ومن اجل كل عدد طبيعي 7 کا يلي: 3 + لا = رلا 
1( برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 : 4 < ,ا : (۲)۸ 
نتأكد من صحة(2)0 ؛ لدينا4 < 6 = ,1 محققة 
نفرض عة اللحاصية 4 < ,»ا : ()2 ونبرهن سصحة اللخاصية 4 < u,‏ :(1+ ۶)۸ 
لیا 4 < ,ا ج 1+3 < 3ل ا ج 1 < ت ج 4 < إن 
ومنه الخاصية 4 < ,» : ()2 حققة من أجل كل عدد طبيعى 7 
2) تبيان ُن ) (u,‏ متناقصة : نيين أن - برل 
1 
(4 - ,= و ادا E‏ كك a‏ 


n+1 n 4 n 


وما سبق 4 < U,‏ إذن 0 < 4 - U,‏ ومنه |0 > ,1 - يل وعليه ( (u,‏ متناقصة 


ت الاستنتاج: المتتالية ( ,س TT‏ ومتناقصة قصة وبالتالي فهي متقارية 
3( ميان أن الهاية | للتالية (,») تحقق: 3 + 1- = 1 » 


(,») متقاربة وعليه R‏ © 1= ر u,‏ طلا = u,‏ صلل ومنه نعوض , ورلا با نجد3 +21 =1 


n—+ +00 


استنتاج قيمة :١‏ غل المعادلة8 +21 = | 


ااه - لي 5ا سا ت مار 
م لدج ىر 


Inu, -4( (4‏ 
أ/ برهان أن (,0) متتالية حناية رظلب ن اساسا وشدها الأول 


ع 
- نبين أن ٣‏ = انه = ب ,2: لدينا 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 66 نم 








الوحدة الثانيى المتتاليات العدديي 








1 
(4- ري عاط - 1ت ,|1 = 4= ,)4= a,‏ = لحا 0 
uy =1 4) — In( 4‏ چ 
n(u, - 4(‏ - اك حبر واد و0 
1 
للحا اراك Ng‏ 1 ارود ناج 
E —v = -4‏ حدنن دن جد 
4 





منه (,00) متتالية حسابية 0-2 وحدّها الأول 112 = (4 - ,)سا = ره ومنه 2 ها = ,نا 
0 بدلا 7 
- © بدلالة ۸۳:۳ ل ره = ,ا ومنه 
2)n > u, = )1 - 2‏ م[ 2) — 2م[ = 14 م - 2 م[ - vu‏ 
- استنتاج .لا بدلالة 7: لدينا(4 - ,»)11 = ٠‏ ومنه "6 = 4 - »ا وعليه "6 ل 4 = ,ا إذن 


1 ير‎ 2)1-2( 2n —2n 
u, 4 ج 20-20 إ4 ”5 ی ہ4 2 ام‎ u, ح‎ 4 +2 


4 


ج/عين اصغر عدد طبيعي الذي يحقق: * 210 + 4 > ,ا 
2104 > 2020 جح 2104 + 4 > 20-207 ل 4 < 2210-4 + 4 > u,‏ 
In |2 x10 |‏ > 2سا(»2 -1) ج 
(1-2n)In2 <In2+1n10‏ ج 
1n2 — (2In2)n > In 2 + 1210 4‏ ج 


2In10 
In 2 


أول عدد طبيعي بعد العدد الحقيقي 6,6 هو 7 ومنه أصغر عدد طبيعي يحقق “ 2×10 +4 > ,؛ هو|7 = ,"| 


د خسن بدلالة " المجموعين: ,ا ...ل ,ا + رن ع 8 و T =u, + u, +... + u‏ 





n> > 6,6‏ ج 


5 1 
ا م ل ند ات 2 0200 057 


2 
فما رت )لل مور اح ا 
1 
مما سبق "6 + 4 = ,0 نضع "6 = ,» علما أن (,00) متتالية هندسية اساسا ع وك وعدن 
الأول 2 = *"م = رس ((,0) متتالية حسابية > ٠ء‏ متتالية هندسية ) 


ومنه سه ل 4 = 1 وذلك من أجل كل عدد طبيعي !7 وعليه 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 67 نم 


الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


u, = 4 رلله ل‎ 
u مله + 4 ح‎ 
U, = 4 + vw, 


امع طرف بطرف نجد 


EAE ES EE‏ كله باد EU EE US‏ را 
,1 
( له + ... + (wy + w,‏ + (4 + ... + 4 + 4) = 1 جه 
٠‏ 7 : 0 


1 +(4)0+1 - 7 ج 


ZL, SEWE 





_ 4+1 o _ 0106 EL 17 











= = وس‎ 1 = - 
RA 15 0 4 ° F4 8 


4+ 
2 البرهان بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي 7 : 1 < ,ا : (۲)۸ 

نتا كد من صعة(2)0 : إدينا1 < 4 = » محققة 

نفرض عة الخاصية 1 < ,»ا : (2)2 ونبرهن صحة الحاصية1 < ۲٥)۸ +1(: u,‏ 


لإثيات ان1 < ,نه ثبت ان0 < 1ح ږا 


n 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 68 ~ 











الوحدة الثانيت المتتاليات العدديّ 
3)u, -1(‏ 
u, + 4‏ 


(1- )3 _ ر_ 1خينة _ 


3 1- ,,,» ومن فرضية التراجع 1 < ,با > 0 < 1- ,له ومنه 0 < 
u u‏ 


وبالتالي0 < 1 - ,لا ومنئه1 < حبرل 
الحلاصة: الخاصية 1 < ,» : ()2 محققة من أجل كل عدد طبيعى ” 
3) أدرس اتجاه تغير المتتالية (,») ندرس إشارة الفرق ,له - ,ا 











4u +1 -u +1‏ 
لد غا: تدده رج شد ي ىه وحما سية 1 < ا ومئه1 < u7‏ وعليه 0 > 1 + 47- 
n+1 n 1 +4 n u, +4 0.‏ و سبق n‏ و n‏ و 4# n‏ 
1+ شب ع اوعس 0 7 
وبالتاللى 0 > 1 شك اى ان0 > ,۷ا = ,ا ومنه المتتالية ( ,») متناقصة تماما على N‏ 
7 + صو ا" | 1 
- الاستنتاج: المتتالية (,:0) متقاربة لأنها محدودة من الأسفل (1 < ,») ومتناقصة تماما 


u -1‏ 
4 متتالية عددية مع فة هه = 
( ,0 1 فاق" ؟ بلي 1+ u,‏ 
أ/ بين أن( ا) متتالية هندسية يطلب تحديد أساسبا وحدها الأول 


n 





2 


n 


س 


عا 
- نبين أن:0؟ u,‏ = نه + لدينا 








4u, +1 1 U, - 3 
ml. U4 u, +4 3u -1( 3 u, -1 3 
5 1 1 0 1 2-6 1 ا ل ده‎ EC 
5u, +5 5u +1) 5 u +1 5 


u, +4 u, +4 0,‏ 
ع س ع 1- 
520007 اساسا = ۾ ا الأول“ - 2 06 


u, +1 














u +1 4u, +1 











ب/ كابة عبارة الحد العام u‏ بدلالة «: 





gl |‏ 5 1 0 
جا ليلس ل : gH‏ 55 5 0 0 








إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 69 نم 


الوحدة الثانيى المتتاليات العدديي 
1- ن-- u‏ (1- ن) ج 1- ن- = 


























u -1‏ 
لات برا ناك 1ك نوك BU‏ نه وجي 0 
U, + ْ ْ ْ ٠‏ 
n+1 :‏ 3 
E‏ 1- 5 
1+ 5 1- هبك 
3 لله n U,‏ - ل ج 
2 
n+1 0 1‏ 1 7 
5 5 
gm‏ 5 01010 
gr (3 53 5‏ 8 
gm‏ = 22 وغ a = gmt‏ لغ ف 
gt‏ 
n+1 20‏ 
gmt 1+ 3 1 3‏ 
5 5 اد 3 يي 
ا کول ٥‏ ا 








lim u, = lim م‎ 6 = [im 2 aT 
5 5 


n+1 
|1 », = ومنه|1‎ ( -1> > 1) lim 8 - لأن0‎ 


يه 2 کے = 
د عسات كلمن EO EE‏ انك قل PEU RT SAND‏ 
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الوحدة الثانيي المنتاليات العدديي 


3 n+1 3 1+2+...+(n+1)( 
Xj = =| 
5 5 


P =v xU X...XU 
n 0 1 1 





لأن: (1 + «) + ... + 1+2 يمثل جموع (م ح ) حدها الأول1 والأخير1 + ” وأساسها1 = , 


(n +1)(n + 2( E 
2 
القرين الثامن والعشرون‎ 


كلك و EET‏ 


7 ع 0 ا يله + u, + 2u,‏ 
( ,») متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأول »ا واساسها و حيث: 


1) أ/ حساب ,؛؛ والأساس ب هذه المتتالية واستنتاج الحد الأول 

(») متتالية هندسية ومنه را = إلا × بلا نعوض في (2) نجد 216 = ومنه ۷216 = را وعليه |6 = ر 
لتعيين الأساس ي نکتب الحدان ,له وږه بدلا ره 

6 _ ولا 


9 = رله و64 = 4 × رله = »ا نعوض في (1) نجد 


1 
2 
E SE Oe سك‎ 


4 4 
96 = 6 + 124 + ”64 ج 


0 = 6 + 204 - 64 ج 
0 = 3 + 104- ”34 ج 


ا 


وبما أن )٠,(‏ متتالية هندسية متزايدة تماما فان |3 = و| حدّها الأول 2 - ١‏ 


ب/ كابة عبارة الحد العام u,‏ بدلالهم: "3 ×2 = ين ETS‏ 


ع 
جا احسب المجموع ,5 حيث: 1 + ... + ولا + =U,‏ ,5 


1ک | 
1- "3= 9| ج ×2 × بن - إن + ... + رن + u‏ = 5 


0-1 3 
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الوحدة الثانيي المتتاليات العدديي 
- تعيين العدد الطبيعى 7 بحيث يكون: 728 = 5 
OE 2 0‏ زاك 08ت 5 


ج ا = ماج 729 م[ = 3 n1n‏ ج 
n‏ 





2) (,») المتتالية العددية المعرفة على N‏ ب: 2= ,ا و: ,»+ ,= E‏ 


الاح وږل 
3 27 3 
نا هك و 0 
u‏ 


2 5 


- عبيان أن( .س) متتالية هندسية اساسا < 





نبين ان E wu,‏ 1+ 
EEE‏ 
اكه ب اك للك 1 حا 
3ة 3 نه 2 
Ww = Ww‏ 8 
n+1 n‏ 


- كابة سه بدلا" : 


- استنتاج vu,‏ بدلا" 
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الوحدة الثانيق المتتاليات العدديت 


2 2 ,0 ر 
E‏ زر روك د روك حاو روك ناك E‏ رو ب يسان ل 
ا ۰ 83 ' 7 3 u,‏ 





n 


1-1 
35-1 ×2× 2+ 1 1× دمو يرو - روح 
3 2 |3 





1-1 


5 
3 


× دمع ,2 - و ج 
3 4 





4 = ,ا » ومن أجل كل عدد طبيعى ۸: 2u,‏ چ 
1 أ البرهان بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي 4471 < ,ل : (2)0 
تتأ كد من صحة(2)0 : لدينا4 < 465 = » محققة 
نفرض حعة اللخاصية 4 < ,»ا : (2)2 ونبرهن صحة الخاصية 4 < u,‏ :(1+ )12 
4< | < 4< عه < < پا < 4 < ہں 
الحلاصة: الحاصية4 < ,» : (2)0 محققة من أجل كل عدد طبيعى ” 
ب/ أدرس اتجاه تغير المتتالية ( :)٠,‏ ندرس اشارة الفرق ,/ - ر٠‏ 
5 ”له - ST N =, N + | _ Au,‏ 
2u, Fu, 2, Fu, 2u, Fu,‏ ا ان 


بججم .ةجع 

ما سىق 4 < » اذن0 > »-4 ومنه0 > 4„ - ا د 

و ral‏ لغ إدل لغ ومنه ب a1‏ جح 0 لغ 1+ 
u, +,‏ 2 


وبالتالي المتتالية (,») متناقصة تماما على ١‏ 
الاستنتاج: المتتالية (,») متقاربة لأنها محدودة من الأسفل (4 < ,») ومتناقصة تماما 
Inu, - 2 (2‏ ح vu,‏ 

أ/ أنبت أن (,ا) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسبا وحدها الأول 
- نبين أن 4× =u‏ , 


0 ومنه 
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الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 
In 2u, - 2‏ = انه ج 21۸2 - u‏ دا ج بره 
3 يها دادو دن جد 


2 - 57 اج 
n‏ 2 1 





1 1 
0 حدر ناج |2122 - >l u,‏ = ل ج 


ء 1 
وعليه (0) متتالية هندسية أسامها ا = 
وحنها الأول = 2102 - Ine”‏ + 4 مآ = 2152 - 46 م[ = 2102 - Inu,‏ = 
ب/ أكتب u‏ بدلالة7 > ثم أحسب, lim u,‏ 


3 
کے = لا ج 


u =v XQ" >u 3 
n 0 0 n 2 n 9" 





3 
:, = 4e” » تبیان أن‎ - 
20 = lnu, - 212 > Inu, =v, ل‎ 2 


2In2‏ 2 2ل 
ع x‏ ل E‏ 


كسا 
ê]‏ کک 


ا 47 


ج/ تعيين العدد لطبي :" الذي يحقق: u, +0 + ...+ 0, = 6)1- ê)‏ 





5 
1+ 9 2 
-1 6= د 1 × ر0 = (ه + ... + ,ا + را ومنه 


ا 
2 


1+ 1+ 1+1 
2 ى - 1 ک2 ی نا ]بك ا اا 5 6(1 - 1 -6|]1 
2 2 2 


n+1 
اک‎ 8 E e SRE) n> = -1 12 


„n + 1 - 9‏ ج 2م[ 2019- = 2م[ (1 + م)- ج 


> | = 2018[ 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ~ 4[ ~ 


الوحدة الثاني المنتاليات العدديي 
۔ حساب بدلا" الجموع 3 حيث: أن + ... + u‏ + - 5 


0 1 س ءِِ 
(07) متتالية هندسية ر = ۾ = اي وحدها الآول9 = 5 ج ”3 = أنه ومنه 





القرين اتلحامس والأربعون 
لتكن (,) المتتالية العددية المعرفة كا يلي: » = » ومن أجل كل عدد طبيعي 7؛ 
1) عين قي به التى تكون من أجلها المتتالية (,») ثابتة 





u, +2 
برلا‎ 3 
0_3 8 


لك Ee‏ 
8 + يم 


شب الیزھ :9 <۵ = ۵ رید س ابلا 


ومنه تكون المتتالية (,») ثابعة إذا كانت [2;1-] = به 


٠. >.‏ چ 
(,0ه) ثابعة معناه به ح رلا = إله... = رلا = رلا ومنه 


n 





2) نفرض أنْ0 - 

















أ/ حساب ,له » رلا 
u, +2 1‏ 5 2 رن 
— ا re‏ = ولا 
u, +8 13 ES 4‏ 
ب/ عين العددين الحقيقيين 0 وة ببحيث من أجل كل عدد طبيعي !7:ج +01 7 U‏ 
u +‏ ؛ 
+8a+b0 (u +2‏ 
ا ا 1ك E‏ + ه بالمطابقة نجد 7 = ۾ و2 = 0+ 84 ومنه 80 -2 = ا 
u, + 8 u, + 8‏ 8 0 


u _ ح‎ — 


n+1 





E EE 
u +8 > 


n 


ج/ البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبیعی 7 فان 1 > ,» > 0 : («)» ثم ادرس اتجاه تغير المتتالية (,ا) 


إعداد الأستاذ محمد حاقىن ل 775نم 





الوحدة الثانيح المتتاليات العدديت 
نتا کد من صحة(7)0 : لدینا0 = ,ا ومنه1 > u‏ > 0 محققة 
نفرض عة الحاصية1 > ,»ا > 0 : ()2 ونبرهن صحة الخاصية 1 > ,لا > 0 : (1+ ۶)۸ 
لدينا 








(<u >1 8ح‎ <u EEE 1 eS 3 ا‎ 
1 E E EO 
لك لد داش ك5‎ 
u, + 8 9 


4 n+ n+ 


ومنه الخاصية1 > ,» > 0 : (2)7 محققة من أجل كل عدد طبيعي 77 














u +2‏ 
3 لتكن (,0) المتتالية المعرفة على 121 بس | ےھ = إن 
ج 
أ ميان أن( مسالية هندسية يظلب تعيين أساسها وده الأول 
- نبين أن؛ 0 × ,له = ,ا 
9u, +18‏ ب ut‏ 
3 ينه و E ES U ES e‏ 
a41 0 1 31 1 E - 0 0 7‏ 
GU =: O =) 27 =| 2‏ 3 4 لدان 








u +8 u +8 
n n 


ء 3 3 ء 2+ u.‏ 
0 امقالة دمي انان حدّها الأول |2- = ,| ج 2- - ا 
ومنه (,0) متتالية هندسية أساسها”. = ۾ وحدها الأول |2- = E ٠,‏ 


ب/ عبر عن ,0 ثم ,ا بدلالة" 





n 5 57‏ ب 
- ,ا بدلا ۸: ج "4× u, =v‏ 





u, -‏ بدلا 
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الوحدة الثانيى المتتاليات العدديي 


u + 2 
= >uu =v =u + 2 ن جح‎ =u يو(1- €( > 2+ ن د‎ =v +2 
n n n n n n n n n n n 


uel 
2 2 2 3 
U = i ا‎ E LL i EO 
2 





n 





2 ٤ 
3 -2 


lim u = lim 3 


n 9‏ ممدجدر 57 مصمدجم 
8-2 
3 
n+1‏ 3 
n+1 1 8 2‏ 
د در 5 fe,‏ 


0-1 3 
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الوحدة الثانيق المتتاليات العددينّ 


القرين السابع و الأربعون 

1) أحسب ,نا و0 

1= 2-1 = رلا - ا = رلا وا - رلا = ا حسب رل 

U, = U, ~1 E u ا‎ 87 E ES 
1 2 1 8 3 ر“ و‎ 391 90 34 34 3 
متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها‎ )٠,( تبيان أن‎ )2 


س 


س 
2 نبين ان 4 × 2 °1 


4 1 1 1 1 
n+2 - بولا‎ 2 3 a 5 Un > 3 a 3“ - Es ا‎ = 5 U, 


ِء 1 
متتالية هندسية أسامما ج = 4 


3 أ/ أحسب بدلالة:: المجموع ,5 حيث: 





38 رود‎ EO لوادتت‎ SK 





ب/ برهان أنه من أجل كل عدد طبيعى 17 + ل = 


ع 
لدينا ,» - ,»ا = ,ا وذلك من اجل كل عدد طبيعى 7 وعليه 
لش > إلة > وله 
إلا - U, = U,‏ 
ولا - ولا = ولا 


U = U - ع‎ 


1-1 n 1-1 


U - 0 


- 1 
n n+1 n 


امع طرف بطرف نجد 
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الوحدة الثاني المتتاليات العدديت 


وقااطة _ كرك يله جح وله رل = ىم ج EU EMTS e‏ 
| لسلس اا 
5 


ج/ تبيان أن (, ») متقارية: نبين أن ® € ] - lim u,‏ 


مجر 


2 


n+‏ ممدج ىر 


E RU‏ عا ع لات ود 86 5 lim u,‏ إذن المتتالية ( , ) متقارية 
2 3 








1. المتتالية ( 0 ,) معرفة على 21 ا بلي: 00-5 


1 تيان أَنْ(,) متتالية هندسية يطلب تحديد أسامها وحدها الأول 


02 0 5 5 ا 
ہیں ل 0 > لح ,€ : للم U > G7 5 6" x6 0 6” 2 0 ET n1‏ 


0+1 
ومنه ( ,ا) متتالية هندسية أساسما = ۾ وحدها الأول 5 = “ - َِ 0 إذنا5 = رن 














0 ءع 0 








n+1 n 4 
ets i - حساب 0 صا :0 = 5×0 - اق‎ 6 


ممدج ىر ممدج ىر "6 ممدج مر "6 ممدج مر 7 مبجىر 


11. المتتالية (,:) معرفة ب 1 = ,» ومن أجل كل عدد طبيعي 0:7 + ,“5ل = ,ا 
1 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 ؛ 6 > ,/ > 1 : (72)7 

نتا کد من صعة(2)0 : إدينا1 = ا ومنه 6 > u‏ > 1 محققة 

نفرض عة الحاصية 6 > ,»ا > 1 : ()2 ونبرهن صحعة الحاصية 6 ك u,‏ > 1 : (1+ ۶)۸ 
لدينا: 
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الوحدة الثانيي المنتاليات العدديبي 
5u, +6 > 36 > 11 > 5u +6 > 6‏ > 11 ج 6 > 1<u,‏ 
5u, +6 >6‏ > 1/11 >1 ج 


6 > .هه > 1 ج 
الخلاصة: اللحاصية 6 > u,‏ > 1 : (2)0 محققة من أجل كل عدد طبيعى :7 
2) دراسة اتجاه تغير المتتالية (,»): ندرس إشارة الفرق ,لا - ,»ا 


0 5 6 -6 1 
uy لش ح‎ = 1, = «(| 5U, + 6 - 2 E لله‎ E u, +1 


î +O +u, (ou, F6 + له‎ 


وما سبق: 0 > 6- ,ںا < 6 > ,له و0 < 1+ نه ج 0 < 2 < 1 ل نه ج 1 جح u,‏ وعليه 
+ ِ- 


ET 1‏ 
0>( لاون = u‏ = »= ره ومنه المتتالية ( ,») متزايدة على NN‏ 


e 
6 - أ/ برهان أنه» من أجل كل عدد طبيعى ۰۸ له - 2)6 ك يبرل‎ (3 


اليس-6مة _ (5u, +6)(6 + (5u, +6) 30 - 5u‏ -6( 
5u, +6‏ + 6 و ين ا انلود 


وما سبق 6 ک ,رلا 


u, S6 ج‎ 5u, +6 > 36 > u, e +6 > 2 


ات لانن روات قاد 1 

| E ا‎ 
Gx 12 6+ سول‎ +6 12 

5 


ا 26 ک4 


5)6 - 
6 - u _ ۴ >56 - ونه(‎ 


6+ سكل +6" 


ب/ بين أنه» من أجل كل عدد طبيعي 7؟ ,له > ,لا - 6 > 0 . استنتج lim u,‏ 


لدا( - 2)6 > نه - 6 محققة من أجل كل عدد طبيعي 7 وعليه 
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الوحدة الثانيى المتتاليات العدديي 


S(O)‏ روجام 


بم | نح يم 


SOS)‏ ركان 


N 





ومن السؤال ( 1.11 ) : 6 > ,» ومنه (0...)2 < u,‏ - 6 


إذن من (1) و(2) أستنتج أن ,نه > ,:ه - 6 > 0 
۔ استنتاج u,‏ نذا : لديغا ,نه نذا > (,ه - 6) دنا > 0 دنا إذن حسب نظرية الحصر فان 
n+ n+ +0 n+ +o n+ +0‏ 


0 0 


lim (6 -u ) =0 جح‎ lim 6 - lim u =0 3> lim u =6 
n+ n> +o n+ 7 بحم‎ 7 
ات حا‎ 


6 
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الوحدة الثانيم المتتاليات العدديي 


انتهى هذا العمل البسيط وأسأل اللّه أن ينفع به كل طالب للعلم واللّه ولي التوفيق 
لاتنسوني بصالح دعائڪم 


إنما الأعمال العظيمةّ هي أعمال صغيرة كتب لها 
الاستمرار 


عندما تستبدل نظرتك السلبييٌ بأخرى ايجابية ستبدأ في 


wee © «e 


الحصول على نتائج ايجابيت 


king 
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